


Hak Cipta © 2014 pada Kementerian Pendidikan dan Kebudayaan
Dilindungi Undang-Undang

MILIK NEGARA
TIDAK DIPERDAGANGKAN

Disklaimer: Buku ini merupakan buku siswa yang dipersiapkan Pemerintah dalam rangka
implementasi Kurikulum 2013. Buku siswa ini disusun dan ditelaah oleh berbagai pihak di bawah
koordinasi Kementerian Pendidikan dan Kebudayaan, dan dipergunakan dalam tahap awal
penerapan Kurikulum 2013. Buku ini merupakan ‘dokumen hidup” yang senantiasa diperbaiki,
diperbaharui, dan dimutakhirkan sesuai dengan dinamika kebutuhan dan perubaha %ﬂ
Masukan dari berbagai kalangan diharapkan dapat meningkatkan kualitas buku ini.

.
Katalog Dalam Terbitan (KDT) ¢ %O

Indonesia. Kementerian Pendidikan dan Kebuday: ®\'
Matematika/Kementerian Pendidikan dan K yaan.-- 0
14. Q
6\

*
Jakarta: Kementerian Pendidikan dan Keb s
viii, 200 hlm. : ilus. ; 25 cm.
Untuk SMA/MA/SMK/MAK Ke

ISBN 978-602-282-095-6 (jili
ISBN 978-602—282—097;0 (jili

1. Matematika xn Peng*ni0 I. Judul

II. Kementerian Pe kan da eb’ ayaan

; 510
Kontributor Naskah OQn

ok Sinaga, Pardomuan N.J.M. Sinambela, Andri Kristianto
Sitanggang, Tri Andri Hutapea, Lasker Pangarapan Sinaga,
Sudianto Manullang, dan Mangara Simanjorang.
Penelaah \' : Agung Lukito, Turmudi, dan Dadang Juandi.
Penyelia Pene& : Pusat Kurikulum dan Perbukuan, Balitbang, Kemdikbud.

Cetakan Ke-1, 2014
Disusun dengan huruf Times New Roman, 11 pt.

il
“ Kelas XI SMA/MA/SMK/MAK Semester 1




D(ata Pengantar

Matematika adalah bahasa universal untuk menyajikan gagasan atau pengetahuan secara formal dan presisi
sehingga tidak memungkinkan terjadinya multi tafsir. Penyampaiannya adalah dengan membawa gagasan
dan pengetahuan konkret ke bentuk abstrak melalui pendefinisian variabel dan parameter sesuai dengan
yang ingin disajikan. Penyajian dalam bentuk abstrak melalui matematika akan mempermudah analisis dan
evaluasi selanjutnya.

Permasalahan terkait gagasan dan pengetahuan yang disampaikan secara matematis akan dapat diselesaikan
dengan prosedur formal matematika yang langkahnya sangat presisi dan tidak terbantahka: Karenanya

matematika berperan sebagai alat komunikasi formal paling efisien. Perlu kemampuan berpi is-kreatif
untuk menggunakan matematika seperti uraian diatas: menentukan variabel dan para& , mencari
keterkaitan antar variabel dan dengan parameter, membuat dan membuktikan rumu atematika suatu
gagasan, membuktikan kesetaraan antar beberapa rumusan matematika, meny model abstrak
yang terbentuk, dan mengkonkretkan nilai abstrak yang dipero \

Buku Matematika Kelas XI untuk Pendidikan Menenga n dengar@aﬁ memberi pengalaman
konkret-abstrak kepada peserta didik seperti uraian diat elajaran atika melalui buku ini akan
membentuk kemampuan peserta didik dalam menyajika asan da éhuan konkret secara abstrak,
menyelesaikan permasalahan abstrak yang terk%berlatih be sional, kritis dan kreatif.

Sebagai bagian dari Kurikulum 2013 ya e

@ nkan .pe keseimbangan kompetensi sikap,
pengetahuan dan keterampilan, kemamp ematika ituntut dibentuk melalui pembelajaran
berkelanjutan: dimulai dengan meni tentang metode-metode matematika,
dilanjutkan dengan keterampilan me suatu p han secara matematis dan menyelesaikannya,

dan bermuara pada pembentukan,sik jur, kriti , teliti, dan taat aturan.

Buku ini menjabarkan usah x yang har kan peserta didik untuk mencapai kompetensi yang
diharapkan. Sesuai dengan pendekatan yang di nakan dalam Kurikulum 2013, peserta didik diberanikan
untuk mencari dari sumber belajar lain tersedia dan terbentang luas di sekitarnya. Peran guru sangat
penting untuk meningkatkan dan me %an daya serap peserta didik dengan ketersedian kegiatan pada
buku ini. Guru dapat memperkay. gan kreasi dalam bentuk kegiatan-kegiatan lain yang sesuai dan
relevan yang bersumber dari | n sosial dan alam.

Implementasi terbatas padajtahun ajaran 2013/2014 telah mendapat tanggapan yang sangat positif
dan masukan yang sangat berharga. Pengalaman tersebut dipergunakan semaksimal mungkin dalam
menyiapkan buku ementasi menyeluruh pada tahun ajaran 2014/2015 dan seterusnya. Buku
ini merupakan ed&r| ebagai penyempurnaan dari edisi pertama. Buku ini sangat terbuka dan terus
dilakukan perbai penyempurnaan. Untuk itu, kami mengundang para pembaca memberikan kritik,
saran dan masukan untuk perbaikan dan penyempurnaan pada edisi berikutnya. Atas kontribusi tersebut,
kami ucapkan terima kasih. Mudah-mudahan kita dapat memberikan yang terbaik bagi kemajuan dunia
pendidikan dalam rangka mempersiapkan generasi seratus tahun Indonesia Merdeka (2045).

Jakarta, Januari 2014

Menteri Pendidikan dan Kebudayaan

Mohammad Nuh
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PROGRAM LINEAR
O

A. KOMPETENSI DASAR DAN PENGALAMAN BELAJARO ¢
. A

Kompetensi Dasar Pengalaman Belajar

Memiliki motivasi internal, kemampuan Program Linear, siswa
bekerjasama, konsisten, sikap disiplin, rasa : [ an belajar:
percaya diri, dan sikap toleransi da . : ecara cermat aturan susunan

perbedaan strategi berpikir dalam memilih obj

menerapkan strategi menyelesaikan @ o Der| mandiri mengajukan ide secara bebas
2. Menunjukkan sikap bertanggung ja a d

ingin tahu, jujur dan perilaku pedulidingkungan. e

i
%buka.
pemukan hubungan-hubungan di antara
3. Mendeskripsikan konsep sist amaan
dan pertidaksamaan linear du

jek-objek.
melatih berpikir kritis dan kreatif.
menerapkannya dala Q
program linear.

iabel d
an masal e bekerjasama menyelesaikan masalah.
4. Menerapkan prose ng sesuai untu

menyelesaikan masalah program lj terkait

masalah nyata dan menganali naran
langkah langkahnya.
5. Menganalisis bagaim i validitas

>

argumentasi logis akan dalam

matematika yang ;%' dipelajari terkait
pemecahan masalah program linear.

6. Merancang dap ajukan masalah nyata

berupa masalah'program linear, dan menerapkan
berbagai kensep.dan aturan penyelesaian system E Kenda/a_/Keterbatasan
pertidak n linear dan menentukan nilai = (Constramt)
optimum gan menggunakan fungsi selidik :.% o OPﬁmum (Maksimum atau
ditetapk T
S CLISETLE S minimum)
: « Daerah Layak, Daerah
1 S Jawab, Daerah
= Penyelesaian
= |« Garis Selidik
Titik Optimum




- PETA KONSEP

Sistem Persamaan
dan
Pertidaksamaan
Linear

v
Masalah Otentik »| Program Linear . 6

g QO
Masalah‘L’r ’%\ Q
Linea& 06

MateriPrasyarat

A

v v
Daerah Fungsi
Penyelesaian Objektif
Kendala Program
Linear
\/
Garis
Selidik

>
\’& Solusi Masalah

Program Linear

y \
Nilai Nilai
Maksimum Minimum
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MATERI PEMBELAJARAN

1. Model Matematika

Pada subbab ini, kita akan mempelajari bagaimana masalah dalam kehidupan
sehari-hari dapat diselesaikan dengan matematika. Namun, sangat dibutuhkan
kemampuan berpikir logis untuk mengubah masalah sehari-hari ke bentuk matematika.

Mari kita perhatikan masalah berikut ini.

T xo)

Sekelompok tani transmigran mendapatkan 10 hektar tanah yang ‘dapat

ditanami padi, jagung, dan palawija lain. Karena keterbatasan eér daya
petani harus menentukan berapa bagian yang harus ditanami idan berapa
%pala ja la ternyata

bagian yang harus ditanami jagung, seda t
tidak menguntungkan. Untuk suatu masa %,'tenag @; tersedia hanya
1550 jam/orang, pupuk juga terbatas, ta dari 460 kilogram, sedangkan
s

air dan sumber daya lainnya cuk%erl ia. Di % ui pula bahwa untuk
menghasilkan 1 kuintal padi diper n'10 jam-orang-tenaga dan 5 kilogram
pupuk, dan untuk 1 kuintal j iperl jJam/orang tenaga dan 3
kilogram pupuk. Kondisi tana ungkim&nghasilkan 50 kuintal padi
per hektar atau 20 kuintal j per h ndapatan petani dari 1 kuintal
padi adalah Rp 40.000 sedang dari 1 Kuintal jagung Rp 30.000, dan dianggap
bahwa semua hasil tanamy s terjual.

Masalah bagi ialah manakah rencana produksi yang

memaksimumkan ‘penhdapat to I? Artinya berapa hektar tanah harus
ditanami padi dan berapa @ tanah harus ditanami jagung.

Perumusan Masqk&\\
Mari kita me jirjika hasil padi dan jagung dinyatakan per kuintal.
Berdasam@ilah di atas, diketahui bahwa setiap 1 hektar menghasilkan 50
kuintal pm inya, untuk 1 kuintal padi diperlukan 0,02 hektar. Demikian juga,
untuk 1 kuintal jagung diperlukan 0,05 hektar.

Matematika




Cermati angka-angka yang tersaji pada tabel berikut ini!

Tabel 1.1: Alokasi setiap sumber yang tersedia

ST (perPka:JC:Ltal) (p;f Elljirrlm?al) sﬁiﬁr Satuan
Tanah 0,02 0,05 10 hektar
Tenaga 10 8 1550 jam-orang
Pupuk 5 3 460 kiIogramA
Pendapatan 40 30 Ribuan 6
Catatan: \

>
1. Satuan jam-orang (man-hour) adalah banyak orang Kali banﬁ bekerja.
Kita anggap (asumsi) bahwa setiap transmi %emili i ten: an waktu
yang relatif sama. }3' 6
2. Air dianggap berlimpah sehingga tidal@hjadi @/keterbatasan. Jika
ada kendala air maka satuannya bany '\Qembuka saluran tersier
untuk mengalirkan air ke sa N

wbetula@uanya berupa batas atas.

3. Batas ketersediaan dalam so

Alternatif Penyelesaiarnt QQ @

Besarnya pendapat pok ipengaruhi banyak (kuintal) padi dan
jagung yang diproduksi.\Fentunyas, besar pendapatan tersebut merupakan tujuan
kelompok tani, tetapi harus m% mbangkan keterbatasan sumber (luas tanah,

tenaga dan pupuk). Q
ati%g diproduksi oleh kelompok tani
L 2

Misalkan :

x banyak kuintal
y banyak kui @ng yang diproduksi oleh kelompok tani.
e

Untuk pendapatan terbesar, harus dipikirkan keterbatasan-

keterbatasan berikut:

a. Banyak hektar tanah yang diperlukan untuk y kuintal padi dan untuk x kuintal
jagung tidak boleh melebihi 10 hektar.

b. Untuky ketersediaan waktu (jam-orang), tiap-tiap padi dan jagung hanya tersedia
waktu tidak lebih dari 1550 jam-orang.

¢. Jumlah pupuk yang tersedia untuk padi dan jagung tidak lebih dari 460 kilogram.

o
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d. Dengan semua keterbatasan (kendala) (a), (b), dan (c), kelompok tani ingin
mengharapkan pendapatan Rp40.000,00 dan Rp30.000,00 untuk setiap kuintal
padi dan jagung.

» Dari uraian keterbatasan atau kendala pada bagian (a), (b), dan (c) dan tujuan
pada bagian (d), bersama temanmu, coba rumuskan model matematika yang
mendeskripsikan kondisi yang dihadapi kelompok tani tersebut.

Melihat uraian di atas, masalah kelompok tani transmigran dapat diubah bentuk
menjadi suatu sistem pertidaksamaan linear dua variabel. Pemecahan sistem tersebut
dapat dikerjakan dengan metode grafik (dibahas pada subbab berikutnya).*Hal ini
merupakan pengembangan konsep pertidaksamaan linear satu varlabeTX telah

kamu pelajari pada Kelas X.
Adapun sistem pertidaksamaan linear yang direrJd adalah @ berikut:

0,02x+0,05y <10 2x+5y <1000 alalahany, «
10x+8y <1550 atau 10x+8y<1 endala wakty (1)
S5x+3y <460 60 —)ken

Karena luas tanah/lahan, bany. upuk tidak mungkin negatif,
kendala ini sebagai kendala non , yaltu
N kendal egatzf 2

y_
Untuk pendapat ntu dlm»&umkan dan sebaliknya untuk biaya tentu
diminimumkan. Untuk mas@ , ‘kelompok tani tentu hendak memaksimumkan

pendapatan, melalui mem ak kuintal padi dan jagung yang dijual berturut-
turut Rp 40.000 dan . Rumusan ini disebut sebagai fungi tujuan/sasaran;
sebut Z(x, y). ‘\

Secara ma dituliskan:

Maksi : Z(X, y) = 40x + 30y (dalam satuan ribuan rupiah). 3

Untuk memecahkan masalah banyak kuintal padi dan jagung yang akan dihasilkan
kelompok tani tersebut, akan kita kaji pada subbab garis selidik.

Selain dua variabel, masalah program linear dalam kehidupan sehari-hari banyak
juga yang memuat tiga variabel atau lebih. Seperti masalah yang ditemui seorang
pengrajin perabot rumah tangga berikut ini.

Matematika
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Pak Toni, seorang pengrajin perabot rumah tangga mendapat pesanan
membuat rak buku yang kerangkanya terbuat dari besi siku lubang yang
dipotong-potong kemudian dirangkai dengan sekrup. Untuk membuat rak itu,
diperlukan potongan besi sepanjang 250 cm sebanyak 8 potong, sepanjang 70
cm sebanyak 12 potong, dan sepanjang 37,5 cm sebanyak 20 potong. Ternyata
batangan besi siku lubang yang dijual di toko mempunyai panjang standar 3
m, sehingga Pak Toni harus berpikir, cukup berapa potong besi batangan
yang akan dibeli dan bagaimana caranya mengatur pemotongannya sup
panjang total sisa pemotongan menjadi minimal (dengan demikian ker

Pak Toni minimal). Dapatkah kamu membantu Pak Toni untuk memoteng besi
batangan tersebut? 6

Alternatif Penyelesaian Q
Dari persoalan di atas, ada berapa jenis potong@ batangan yang

diperlukan Pak Toni? Mari perhatikan gaWerlkut u@
Pola Pemotongan | QO 6\
Panjang Besi Batangan :

250 Q @12 > cm = sisa

Panjang Besi Batan

70cm 70cm 20cm = sisa

\'Q Gambar 1.1: Pola pemotongan besi
» Dari d@ﬁi atas, tentunya kamu bisa menampilkan pola yang lain. Temukan
pola pemotongan yang lain, kemudian bandingkan hasil teman-temanmu.

» Setelah lengkap, tuliskan pola-pola pemotongan besi tersebut seperti pada
tabel berikut ini.

il
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Tabel 1.2: Pola pemotongan besi batangan

Pola pemotongan ke
300 1 2 ... | dipesan
250 1 0 8
Panjang 70l o a | | .| ]..] 12
Potongan Kawat
37,5 1 0 20
sisa | 125 20

» Dengan menemukan semua pola pemotongan besi secara Iengk’aK askan
makna setiap pola pemotongan besi tersebut.

Dengan demikian terdapat 6 peubah yang mu Waltu, X, x%xm . dengan
X,: banyak batang besi yang dipotong menurut % nasi po eh karena itu,
klta temukan rumusan berikut ini: 6
Xl
4%, +3X%, +2X, + X, =212 Q (4)
X+ 2X, +4X, +6X; +8X, >6 6\

untuk setiap x;, X,, X, X, X, >0®
dengan meminimum 5%, + 15%, + 10X, + 5%, + 0x, (5)

Persamaan (5) dap lxyataka gai suatu fungsi yang tergantung pada nilai
X,, X,0 X, X, X, dan x;'sebut fu
Z(x), %y, X,,%,,X5, X ) = T+ 2Ox2 + 15x; +10x, + 5x; + 0x,

atau \
Z(xl,xz,x3,x 5§)=12,5x1+ 20x, + 15x;+10x, + 5x;

merupakg%' i sisa pemotongan dari semua pola pemotongan besi. Fungsi
Z merup juan pola pemotongan besi batangan yang dibutuhkan Pak Toni.
Sedangkanga yang dinyatakan pada bagian (4) merupakan kendala atau keterbatasan
untuk mencapai tujuan tersebut.

Cermati tanda yang digunakan pada bagian (4) di atas, merupakan salah satu
karakteristik yang digunakan pada kajian materi program linear.

Matematika




=R

sebagai berikut:

Suatu perusahaan kertas memiliki dua pusat penggilingan yang harus
memasok persediaan tiga pusat percetakan kertas koran secara mingguan.
Setiap minggu, Penggilingan | dan Il, berturut-turut menghasilkan 350 ton dan
550 ton bubur kertas koran. Sebagai bahan baku, Percetakan I, I, dan Il
berturut-turut memerlukan 275 ton/minggu, 325 ton/minggu, 300 ton/minggu
bubur kertas. Ongkos pengiriman (dalam puluh ribu rupiah/ton) adalah

Tabel 1.3: Rincian biaya pengiriman

A d
Percetakan | Percefakan P an 11l
Penggilingan | 17 N * 5
Penggilingan 11 18 Q
Masalah pada perusahaan tersebut h menent asitas bubur kertas
koran setiap pengiriman (ton) ke setlap t an pengiriman minimal.

Alternatif Penyelesaian

Langkah awal kita untuk me
model matematika masalah pengi

an bu

\

ni adalah dengan merumuskan

@s koran perusahaan tersebut.

Coba perhatikan ga \e uti i
76.000_,(_)9 _______________ ”,
Penggilingan | j-----= (22T
OGN T~ Rp180.000,00
I Rp220.000,00 N
Rpleo‘ Qoo0 .. »
Rp150. ooo’é(f
- ?
Rp120.000,00

Percetakan |

Percetakan Il

Percetakan Il

Tabel 1.2: Diagram rute pengiriman serta biaya

» Coba kamu sebutkan dan rumuskan kondisi yang terdapat pada persoalan

pengangkutan di atas!

o
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Sebagai contoh buat kamu untuk memahaminya, perhatikan rumusan berikut ini.
a) Penggilingan I mampu menghasilkan 350 ton/minggu merupakan pasokan ke
Percetakan I, Il, dan I1l. Misalkan X;: kapasitas pengiriman (ton) setiap minggu
dari Penggilingan (i = 1,2) ke Percetakan (j = 1,2,3).
Jadi dapat dituliskan: x, + X, + X ,= 350
» Menurut kamu, apa alasan kita menggunakan tanda “=", bukan tanda < atau >?

b) Jumlah bahan bubur kertas koran yang diperlukan Percetakan | sebesar 275 ton/
minggu harus dipasok oleh Penggilingan I dan Il. Kondisi ini dituliskan: x,, + X,,

=350
Demikian selanjutnya, sehingga kita dapat menyimpulkan secara leng @bagai

berikut:
Model matematika pasokan bubur kertas ko an dari dua @llmgan ke
Percetakan I, 11, dan Il1.

X, +x, +x5 =350
Model matematika bu
X, + X, + X, =550
X, +xy =275
X, +X,, =325} Model mam@ perm@n bubur (6)
xl3 + x23 = 300 Q ®

x;20,i=12da
Dengan model pgman ur trtas dari dua pusat penggilingan ketiga pusat

percetakan menimbulkan bi ngiriman. Dengan memperhatikan Gambar 1.2,
tentu kamu dapat men@ahwa setiap minggu, biaya pengiriman setiap ton

bubur kertas dari Pe n | ke Percetakan Il adalah Rp220.000,00, kondisi ini
dituliskan: 220.000x, .

Demikian h g sama 170.000 x,, memiliki arti bahwa, setiap minggu, biaya
pengiriman & n bubur kertas dari Penggilingan | ke Percetakan Il adalah
Rpl?0.0G%

Secara kumulatif total biaya pengiriman perusahaan tersebut, dituliskan sebagai
berikut:

Z(x“,xlz,xn,le,xzz,x23 ) =17x,, +22x, +15x; +18x,, +16x,, +12x,,

(dalam puluh ribu rupiah).

Matematika “




Fungsi Z merupakan fungsi biaya, tentu pihak perusahaan ingin biaya tersebut
minimal. Oleh karena itu, untuk kajian program linear, fungsi Z merupakan fungsi
tujuan/sasaran, dituliskan:

Meminimumkan:
Z(xll,xlz,xl3,9521,)czz,)c23 ) =17x,, +22x, +15x,; +18x,, +16x,, +12x,,

(dalam puluh ribu rupiah).

Fungsi biaya total Z memiliki nilai paling minimal jika ditemukan nilai X; yang
memenuhi semua kondisi batasan pada model permintaan dan suplai bubur bahan
kertas koran.

*

Dari Masalah 1.1, 1.2, dan 1.3, kita belum menyelesaikan masalah secara p.
Khususnya untuk menentukan semua nilai variabel yang memenuhi se kondisi.
Hal ini disebabkan, untuk sebagian masalah dlperluk getahuan jut agar
mampu menyelesaikannya; misalnya pada Masala an untuk
Masalah 1.2 akan kita kaji pada subbab berikut

Selain itu, dari Masalah 1.1 dan 1.2, khus pada an yang terbentuk
pada persamaan (1), (2), (3), (4), (5), (6), 7), serta tujuan yang terbentuk
dapat kita simpulkan beberapa ciri mode ema k program linear, yaitu:

1) Adanya fungsi tujuan/sasaral tiap yang dikaji. Misalnya,
i. Maksimumkan: Z (x, + 30y satuan ribuan rupiah).
ii. Minimumkan: ‘
Z(xl,xz,x3, , 20)c2 15x; +10x, + 5x;.
iii. Minimumkan 0
x”,x12,xl3, % =17x,, +22x,, +15x,; +18x,, +16x,, +12x,,

pertidaksal ear atau sistem persamaan linear.
3) Terda dala nonnegatif sebagai syarat dasar nilai setiap variabel
yang a itentukan.

(dalam puluh \ iah).
2) Kendala atau @ asan utama masalah dinyatakan sebagai suatu sistem

Dari tiga ciri di atas, dapat Kita simpulkan masalah Program Linear dirumuskan
sebagai berikut:

il
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Masalah program linear adalah menentukan nilai Xx;,X,,...,X, yang
memaksimumkan (atau meminimumkan) fungsi sasaran/tujuan,

2(X, %500 %, ) =Cx, + Cyx,y +...+ C, X,

dengan kendala/keterbatasan:
a,x, +a,x, +..+a,

ay X, + ayX, +...+a,, X, (S, :,Z)b2

a,x, +a ,x, +.+a,Xx

Namun, dalam kajian bab ini kita akan
untuk dua variabel. Untuk tiga variabel a

tentang teknik menyelesaikan si E maa

Pembahasan kita selanjutn gkaji
masalah program linear.

2. Program Linear de Meto @' fik

Kajianmasalah lineard 1abel dapatdiselesaikan melalui grafik sistem
kendala dari masalah tersebut. ©leh«karena itu, langkah awal dalam menyelesaikan
masalah tersebut, yaitu d& menggambarkan sistem pertidaksamaan yang
terbentuk pada kendal san masalah program linear. Berikut ini diberikan 1
pertidaksamaan den minasi syarat variabelnya.
a) x+y=5 ?\
b) x+y>5 dengan x>0dany>0.
C) x+y Jengan x>0 dany<0.
d) x+ 2= gan Xx<0dany>0.
e) x+y>5dengan x<0dany<0.

» Dengan pengetahuan tentang cara menggambarkan daerah penyelesaian suatu
pertidaksamaan linear pada Kelas X, coba diskusikan bersama temanmu, apa
perbedaan kelima pertidaksamaan di atas.
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-10

a).x+y>5 b)X+y>®ganXEOQ>O
Gambar 1.3: Grafik a). x+y>ﬁ X+y25
dengan x + y 2 5 dengan x a

Dalam buku ini, untuk semua grafik E S

istem pertidaksamaan
h pen ian pertidaksamaan atau

Pada gambar a), dap k ami b ﬁa titik yang terletak pada daerah
yang tidak diarsir (be menuh%m aksamaan x + y > 5 Hal ini berbeda
an,

dengan syarat nilai x dan yspada G. 3 b). Hanya pada saat x > 0 dan y > 0 yang
memenuhi daerah penyelesaian% ksamaan x +y>5.

Apa yang dapat kamuw ari gambar b) di atas?

penyelesaian sistem pertidaksamaan berikut ini.

linear, Daerah Bersih merupaka
sistem pertidaksamaan yang

Q) 2x- b) x+y<2
Sx+y=5 —3x+2y26
x2>0 3<x<4
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Alternatif Penyelesaian

Untuk menggambarkan daerah penyelesaian setiap pertidaksamaan pada sistem
di atas, dapat dimulai dengan menggambar satu per satu pertidaksamaan yang tersaji.
Tentu, semua daerah penyelesaian tersebut nanti harus disajikan dalam satu bidang
koordinat kartesius.

-10L
Gambar 1.4: Daerah penyelesaian pertidaksamaan
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Secara kolektif, disajikan sebagai berikut.

10AY

[ N ]
T T

| t t t _ES

.
1 .
Wl O Q
Gambar 1.5: Daerah penyelesai samaal
» Dengan cara yang sama, gambarkan % yele@idaksamaan secara
a

terpisah, kemudian gambarkan secaral gkap% atu bidang koordinat

kartesius.
» Dengan dua daerah penyelesai @ disaji as, diskusikan bersama teman
langkah-langkah untuk @warka erah penyelesaian pertidaksamaan
I

linear. Jika kamu menga\ ulitan anlah kepada gurumu.

Uji Kompeéetensi .i:

1. PT Lasin adalah su @embang perumahan di daerah pemukiman baru. PT
tersebut memiliki tan luas 12.000 meter persegi berencana akan membangun

dua tipe rumah @ ‘tipe mawar dengan luas 130 meter persegi dan tipe melati

dengan luas®©0,m?, Jumlah rumah yang akan dibangun tidak lebih 150 unit.

Pengemb% erancang laba tiap-tiap tipe rumah Rp2.000.000,00 dan Rp
0,00.

1.500.00
Modelkan permasalahan di atas!

2. Kilinik “Dewi” akan membuka cabang baru di daerah padat penduduk. Untuk
itu, pemilik klinik merancang sebuah jadwal jaga perawat yang akan bertugas,
seperti berikut ini.

il
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24.00 - 04.00 - 08.00 - 12.00 - 16.00 - 20.00 -
04.00 08.00 12.00 16.00 20.00 24.00
Ketersedian 1 2 3 4 5 6
Banyak Pe-
rawat yang 6 8 11 9 18 11
dibutuhkan

Rumuskan masalah penjadwalan perawat tersebut dalam model matematika.

3. Tentukanlah pertidaksamaan yang memenuhi setiap daerah penyelesaian di
bawah ini. ‘\
10 :

@ N )
4. Gambarkanlah daerah pen@a&an setiap sistem pertidaksamaan di bawah ini.

a) 2x:)2/§24 \\‘@

5. Cermati pertidaksamaan ax + by > c.
Untuk menentukan daerah penyelesaian (bersih) pada bidang koordinat, selain
dengan menggunakan uji titik, selidiki hubungan tanda koefisien x dany terhadap
daerah penyelesaian (bersih) pertidaksamaan.
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6. Perhatikan grafik-grafik di bawah ini.
Nyatakan pertidaksamaan-pertidaksamaan yang memenuhi setiap daerah yang
memenuhi.

7. Seorang atlet diwajibkan maks ’&ﬁap hari. Tablet pertama
uni é

mengandung 5 unit vitamin A ‘@ nit vi B, sedangkan tablet kedua

mengandung 10 unit vita '@an 1 ur@min B. Dalam satu hari, atlet itu

memerlukan 20 unit Vi@A dan 5@ itamin B. Harga tiap-tiap 1 tablet,
Rp1.500,00 dan R 00. o l
Modelkan masalar:ms. .

8. Dengan persediaan kain po meter dan kain bergaris 10 meter, seorang
penjahit akan membua pakaian jadi. Model I memerlukan 1 meter kain
polos dan 1,5 meter B\e garis. Model 1l memerlukan 2 meter kain polos dan
0.5 meter kain berga% ila pakaian tersebut dijual, setiap model I memperoleh
untung Rp15.0 an model Il memperoleh untung Rp10.000,00. (UAN

2004 No. 22)"

Nyataka% h di atas dalam model matematika

9. Sebuah toko bunga menjual 2 macam rangkaian bunga. Rangkaian | memerlukan
10 tangkai bunga mawar dan 15 tangkai bunga anyelir, Rangkaian Il memerlukan
20 tankai bunga mawar dan 5 tangkai bunga anyelir. Persediaan bunga mawar
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dan bunga anyelir masing-masing 200 tangkai dan 100 tangkai. Rangkaian I
dijual seharga Rp200.000,00, dan Rangkaian Il dijual seharga Rp100.000,00 per
rangkaian. (UN 2006 No. 21)

Modelkan masalah di atas dalam bentuk model matematika.

10. Perhatikan masalah yang dihadapi seorang penjaja buah-buahan berikuti ini.
Pak Benni, seorang penjaja buah-buahan yang menggunakan gerobak menjual
apel dan pisang. Harga pembelian apel Rp18.000,00 tiap kilogram dan pisang
Rp8.000,00, tiap kilogram. Beliau hanya memiliki modal Rp2.000.000,00,
sedangkan muatan gerobak tidak lebih dari 450 kilogram. Padahal.k%‘ngan
tiap kilogram apel 2 kali keuntungan tiap kilogram pisang. \
Rumuskanlah model matematika masalah di atgs N

3. Daerah Bersih dan Garis Selidik

Penggunaan istilah daerah bersih me daera memenuhi suatu
pertidaksamaan. Untuk konsistensi pada bu I, k|ta mén?gunakan istilah daerah
bersih, artinya semua titik (x, y) yanWenuhl S rtidaksamaan linear atau
suatu sistem pertidaksamaan linear. *

menentukan daerah bersih s tidaksamas mear atau sistem pertidaksamaan
linear. Mari kita mulai daera sih yang, terdapat pada Gambar 1.3 b). Untuk setiap
nilai x dan y yang X+ y.> 5®gan x>0 dan y > 0, disajikan pada tabel
berikut ini. &

» Temukan hubungan titik rdinat dengan daerah bersih yang terdapat pada
Gambar 1.3.b! Apa k@) an yang dapat ditarik dari hubungan tersebut?

Tabel 1.4: Uji Tm\& ;an Nilai pertidaksamaan dan Arah Daerah Bersih

(x,y) @I X+yz25 Arah Daerah Bersih
(5%‘ Benar (9 > 5) Sebelah kanan (atas) garisx + y =5

A}

(6, 1) Benar (7 > 5) Sebelah kanan (atas) garis x+y =5
(2,1) Salah (3 >5) Sebelah kiri (bawah) garisx + y=5
(0, 0) Salah (0 > 5) Sebelah kiri (bawah) garis x + y =5
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Sekarang, kita uji pemahaman kita menggambarkan daerah bersih yang
dihasilkan masalah berikut ini.

Masalah-1.4

dan meminimumkan ongkos pembelian total.

Suatu pabrik farmasi menghasilkan dua jenis kapsul obat flu yang diberi nama
Fluin dan Fluon. Tiap-tiap kapsul memuat tiga unsur (ingredient) utama dengan
kadar kandungannya tertera dalam Tabel 1.5. Menurut dokter, seseorang
yang sakit flu akan sembuh jika dalam tiga hari (secara rata-rata) minimal
menelan 12 grain aspirin, 74 grain bikarbonat dan 24 grain kodein. Jika
harga Fluin Rp500,00 dan Fluon Rp600,00 per kapsul, bagaimana renc

(program) pembelian seorang pasien flu (artinya berapa kapsul Fluin

berapa kapsul Fluon harus dibeli) supaya cukup untuk menyembu@n‘ a

*
KN
Table 1.5: Kandungan Unsur %&}g
v

Unsur Bany ain p @ul
Fluon
Aspirin 1
2
Bikorbonat _ \\\ 5 8
Kodein \J ,\ 6
Alternatif Penyelesaian N

Data pada masalah di ata @t disajikan seperti tabel berikut ini.
a%

el 1.6: Tabel persiapan

AR

- Batas
Unsur .
Minimum
\Q " Fluin Fluon
Aspirin 2 1 12
Bikarbonat 5 6 74
Kodein 1 6 24
Harga 500 600

o
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Dengan tabel tersebut, dapat kita misalkan:
X : banyak kapsul Fluin yang dibeli.
y : banyak kapsul Fluon yang dibeli.

Selanjutnya, kita dengan mudah menemukan bentuk masalah program linear
masalah di atas.

Mencari X, y yang memenuhi:

2x+y =12

S5x+8y>74

x+6y>24 . b (a)
x=0 §

!

dan meminimumkan Z =500x + 600y. g@ 6‘ (b)

mungamb

» Dengan menggunakan uji titik, coba ka @ah penyelesaian setiap
pertidaksamaan di atas.

software Autograph merup
menggambarkan daerah i u sistem pertidaksamaan linear.

Autograph juga dapat @kan un nggambarkan berbagai grafik fungsi,
misalnya fungsi k@ an fu

Gambar 1.4: Daerah V adalah irisan daerah bersih sistem pertidaksamaan (a)
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Daerah no. V merupakan irisan daerah bersih keenam pertidaksamaan, juga
disebut daerah layak, atau daerah penyelesaian atau daerah optimum.

Dalam buku ini kita sepakati untuk menggunakan istilah daerah penyelesaian.
Jika keenam pertidaksamaan di atas, dinyatakan sebagai suatu sistem pertidaksamaan,
maka daerah penyelesaian dapat kita definisikan sebagai berikut:

(Daerah Layak/Daerah Penyelesaian/Daerah Optimum)

Daerah fisibel atau Daerah Penyelesaian Masalah Program Linear merupakan
himpunan semua titik (x, ¥) yang memenuhi kendala suatu masalah p
linear.

» Coba diskusikan dengan temanmu, apakah Q&a kendala Vmasalah

program linear memiliki daerah penyelesal syaratnya
Jika tidak, berikan contohnya! (Petunju kan %(ogram linear 2
variabel)
Daerah penyelesaian untuk masalah i pak erah yang tak terbatas
(unbounded). Tentu terdapat juga da eles a terbatas (bounded).
Selanjutnya, akan ditentukan ni an y apat di daerah penyelesaian
yang menjadikan nilai fungS| z X + 600 imum. Jadi, kita akan fokus pada
nilai fungsi Z di daerah pe elesaian. P n nilai-nilai fungsi Z pada tabel
berikut ini.

@ 1.7: Tabe\&m Z = 500x + 600y

17 Nilai z = 500x + 600y

Z =500.(0) + 600.(12) = 7200

Z =500.(2) + 600.(8) = 5800

4. 7) Z =500.(4) + 600.(7) = 6200

(5, 10) Z =500.(5) +600.(10) = 8500

Kegiatan 1

» Dengan nilai fungsi Z pada tabel di atas, gambarkan beberapa grafik persamaan
garis K = 500x + 600y dengan k bilangan bulat (sesuai dengan nilai (x,y)), yang
melalui daerah penyelesaian sistem pertidaksamaan (a).
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» Cermati perubahan nilai garis tersebut, jika garis digeser ke kanan (atas) atau ke
kiri (bawah), hingga ditemukan nilai paling minimum di daerah penyelesaian.

Dari hasil Kegiatan 1, ditemukan bahwa pada saat x = 6 dan y = 3 fungsi sasaran
K = 500x + 600y bernilai minimum, yaitu 4800.

Sebagai pembanding, bahwa daerah penyelesaian sistem pertidaksamaan (@)
merupakan daerah tidak terbatas (unbounded area).

» Coba cermati nilai fungsi Z = 500x + 600y untuk titik A, B, dan C.

Tabel 1.8: Nilai Z = 500x + 600y . b

Z = 500x + 600y
A (0,12) Z =500.(0) + 600.(12) = 7.200 N
B (2,8) Z=...... AN
C (6,3) Z=... ” .
» Kesimpulan apa yang dapat kamu tarik dengan nilaitZ yang ada pada tabel
di atas?
» Seandainya, fungsi tujuan erseb menjadi:
Maksimumkan: Z = 500x
Berapa nilai maksimu
Dari hasil penyelldlk lui Ta , |harapkan kamu menemukan supaya
uang pembelian total m|n alknya dibeli 6 kapsul Fluin dan 3 kapsul
Fluon dan uang pe nya ada 4800,00.

masalah kelompok tani tr ran yang disajikan pada awal bab ini.

*
Untuk memperkaya pen:&@an dan ketrampilan kamu, mari kita selesaikan

2x+5y <1000 — kendala lahan

‘ i .
,02x.+ ’&y <
10x + 8% <1550 atau {10x +8y <1550 —kendala waktu 1)

Sx+3y <460 5x+3y <460 > kendala pupuk

x=>0
y>0
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Fungi Tujuan
Maksimumkan: Z(x, y) = 40x + 30y (dalam satuan ribuan rupiah). (2

Kita akan menentukan banyak hektar tanah yang seharusnya ditanami pada dan
jagung agar pendapatan kelompok tani tersebut maksimum.

Alternatif Penyelesaian
Langkah pertama, kita menentukan daerah penyelesaian yang memenuhi sistem (1).

Mari cermati gambar di bawah ini. E
*

Gambar 1.5: D nyelesaian sistem pertidaksamaan (1).

» Untuk memastikan ke lanmu dalam menggambarkan daerah penyelesaian
suatu sistem pertidaksamaan linear, selidiki Gambar 1.5 apakah sudah sesuai
ikan alasanmu.

membantu entukan arah pergeseran garis selidik K = 40x + 30y (dalam ribuan
rupiah).

Misal, dipilih titik (20,20), sehingga diperoleh persamaan garis 40x + 30y = 1400.
Sedangkan untuk titik (50, 100), diperoleh persamaan garis 40x + 30y = 5000.

dengan batasan Q
Selanjutnya@ emilih dua titik yang terdapat di daerah penyelesaian untuk

» Dengan teliti, selidiki arah persegeran nilai grafik garis selidik pada daerah
penyelesian hingga kamu menemukan titik yang mengakibatkan garis tersebut
bernilai maksimum. Bandingkan hasil kerjamu dengan hasil kinerja temanmu!
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» Dari hasil yang kamu peroleh, interpretasikan pada konteks masalah yang
sebenarnya.

Dari pembahasan Masalah 1.1 dan Masalah 1.4, mari kita tuliskan dan cermati
bersama kesimpulan berikut ini, yang kita nyatakan dalam definisi.

Fungsi sasaran/tujuan atau fungsi objektif merupakan suatu rumusan fungsi yang
memenuhi semua keterbatasan pada suatu masalah program linear.

Fungsi sasaran/tujuan merupakan fungsi linear yang terkait dengan setiap, nilai
variabel dalam semua kendala program linear.

g

L J

Mari kita cermati kembali fungsi sasaran U”Q{ setiap M 1.1 sampai
Masalah 1.4.
i Maksimumkan: Z(x, y) = 40x + 30y (dal rlbuan )
il Minimumkan: 6

Z(xl,xz,x3,x4,x5,x6) 12 5x1 4+5x5

(dalam puluh ribu rupia
iv. Minimumkan: Z(x, y\ + 600

Fungsi sasaran i) dan nya memuat dua variabel, yaitu variabel x
dan y, sedangkan pada bagian (i
masalah yang memuat n ba
Oleh karena itu, s um dapat ditulis bentuk umum fungsi sasaran dari

suatu masalah progra\i\(\ r, yaitu:
§

Maksimumka inimumkan)

Z(X,, X, ,ﬁ' X, +CX +..+Cx

N|Ia|% um (atau minimum) fungsi Z adalah nilai terbesar (atau terkecil)
dari fungsi objektif yang merupakan solusi optimum masalah program linear.

i Minimumkan: Q
Z(x“,3612,3c13,9621,3622,)c23 '@ 2)&@ 18x,, +16x,, +12x,, .

an (iii) memuat enam variabel. Bahkan, terdapat
iabel.

Namun dalam kesempatan ini, kita mengkaji hanya untuk n = 2 melibatkan,
sehingga fungsi sasaran menjadi Z(x,, x,) = C x, + C.X,.
» Selidiki syarat suatu fungsi tujuan mempunyai (tidak mempunyai) nilai
maksimum!
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Definisi 1.4

Garis selidik adalah grafik persamaan fungsi sasaran/tujuan yang digunakan untuk
menentukan solusi optimum (maksimum atau minimum) suatu masalah program
linear.

Untuk menentukan persamaan garis selidik K = C x, + Cx, dengan k bilangan
real, kita memilih minimal dua titik (x, y) yang terdapat di daerah penyelesaian.
Dengan dua titik tersebut, nilai optimum fungsi sasaran dapat ditemukan melalui
pergeseran garis selidik di daerah penyelesaian. n§

Namun pada kasus tertentu, garis selidik tidak dapat digunakan untuk men
nilai optimum suatu fungsi sasaran. Mari kita cermati masalah berikut |r0 .
*

Apakah kamu pernah melihat tanaman hia@' i
kamu berapa harga satu tanaman hia@a ? Q

an

q,
N

Q .
%m ar 1.6: Tanaman Hias Aglaonema dan Sansevieria
Sumbewaksesdunia.com

il
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Setiap enam bulan, seorang pemilik usaha tanaman hias memesan
tanaman hias dari agen besar; Aglaonema (A) dan Sansevieria
(S) yang berturut-turut memberi laba sebesar Rp5.000.000,00 dan
Rp3.500.000,00 per unit yang terjual. Dibutuhkan waktu yang cukup
lama untuk menghasilkan satu tanaman hias dengan kualitas super. Oleh
karena itu agen besar memiliki aturan bahwa setiap pemesanan tanaman
hias A paling sedikit 20% dari seluruh pesanan tanaman hias lain.
Pemilik usaha tanaman hias memiliki lahan yang hanya cukup untuk 10
tanaman hias A saja atau 15 tanaman hias S. Dalam keadaan demik
berapa banyak tanaman hias A dan S sebaiknya dipesan (per sem

jika diketahui bahwa pada akhir semester tanaman hias lama pasti habis
terjual dan pemilik usaha tersebut ingin memaksimumkan @I?

*
Alternatif Penyelesaian Q
Untuk memudahkan kita dalam memba Iah
misalkan x : banyak tanaman hias A d pesau%
y : banyak tanaman hia dipes
Pernyataan ”Oleh karena i ?ﬁ besar iki aturan bahwa setiap pemesanan
tanaman hias A paling s db 0% ruh pesanan tanaman hias lain”, dapat

dituliskan sebagai b@
@-’(HJ’ atau 4x —y > 0.

Untuk mempero N‘ pemlllk harus mempertimbangan keterbatasan lahan
sebagai daya tampun uk tiap-tiap tanaman hias.

Misal, L : %m tanaman hias,
L : P&Q' ebun yang diperlukan untuk 1 tanaman hias A,

L, %, luas kebun yang diperlukan untuk 1 tanaman hias S.
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Sesuai keterangan pada masalah di atas, luas kebun hanya dapat menampung 10
tanaman hias A atau 15 tanaman hias S. Pernyataan ini, dimodelkan sebagai berikut:

X

L =iLdanL =iL
10 715

Tentu luas kebun yang diperlukan untuk x banyak tananam hias A dan y banyak
tanaman hias S tidak melebihi luas kebun yang ada. Oleh karena itu, dapat dituliskan;

1 1 . 6
x.| —L |+y| —L|<Latau3x+2y<30
(10 j y(lS ] d N
*
‘ O

Selanjutnya, pemilik kebun mengharapkan laba.sebesar Rp5.000:000,00 dari 1
tanaman hias A yang terjual dan Rp3.500.000,00.d .'0- tanam 'S yang terjual.
Oleh karena itu, untuk sebanyak x tanaman % A yang Q%a dan sebanyak y
tanaman hias S yang terjual, dapat ditulis&@bagai laba @ emilik kebun; yaitu:

Jadi secara lengkap, model
tanaman hias dinyatakan sebagai

Menentukan x danyy

4x—-y=>0
.
x>0 Q@
y>0 \
*

Dengan fungsi tu@ .
Maksimumkan: 3.5y (dalam juta rupiah).

Selanjutnya, kita akan menentukan daerah penyelesaian sistem pertidaksamaan
linear (1). Tentunya, diharapkan keterampilan kamu dalam menggambarkan daerah
penyelesaian sistem tersebut sudah makin meningkat. Sekaligus juga, kamu harus
makin terampil dalam memilih titik dalam daerah penyelesaian untuk menentukan
nilai maksimum fungsi sasaran.

Mari kita cermati gambar berikut ini.
» Dengan menemukan persamaan garis selidik terlebih dahulu, periksa bahwa titik
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30 120

(ﬁ Tj merupakan titik optimum masalah program linear tersebut.

Dengan nilai maksimum Z = 51.818.181,818 atau sekitar Rp51.818.200,00.
Bandingkan hasil kerjamu dengan temanmu.

20 -10

O

Gambar 1.7: E@penyeles' sistem pertidaksamaan (1)
° 30 120
Namun, pada k Q d annya titik P|=—,—— | sebagai titik
R i o
optimum masalah di“atas me%lp tkan hal yang tidak mungkin terjadi untuk
menemukan 2—tanaman dan 10_tanaman hias S. Cara yang mungkin

diterapkan adalah dea%ﬂglode pembulatan.

Mari kita c&' hasn pembulatan (ke atas atau ke bawah)

titik @ﬂoﬁ)

i P, (2,10) : ternyata di luar daerah penyelesaian OPQ.

i P, (2,11) : ternyata di luar daerah penyelesaian OPQ.

iii P, (3,10) : merupakan titik di daerah penyelesaian, tetapi nilai Z pada titik
(3, 10) hanya sebesar Rp50.000.000,00, memiliki selisih sebesar
Rp1.800.000,00 dengan nilai optimum di titik P.

iv P,(3,11) : ternyata di luar daerah penyelesaian OPQ.

|
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Artinya, metode pembulatan (ke atas atau ke bawah) juga tidak memberikan
jawaban optimum terhadap masalah program linear tersebut.

» Dalam kertas berpetak, di dalam daerah penyelesaian cermati titik-titik
yang dekat dengan titik P(z% 101?) Tetapi titik yang kita inginkan, yaitu

(x,y) harus untuk x dan y merupakan bilangan bulat.

Sebagai petunjuk buat kamu, nilai optimum fungsi sasaran adalah Rp51.500.000,00.
» Untuk kesimpulan, dari hasil titik optimum yang kamu peroleh, intrepe n

nilai yang kamu peroleh.

>
Masalah 1.5 mengingatkan kita bahwa tidak selamanya penentua ptimum
dengan menggunakan garis selidik. Terdapat beb kasus, ya merlukan

ketelitian yang tinggi dalam menyelesaikan masal ram li .
Dari beberapa masalah yang telah dibah atas, ma program linear

memiliki nilai optimum (maksimum ata ) terlm an eksistensi daerah

penyelesaian. Oleh karena itu terdapat tu%dm y kita selidiki, yaitu:

1. tidak memiliki daerah penyelesai @

2. memiliki daerah penyelesaia | sasar, a memlllkl nilai maksimum
atau hanya memiliki nilai

3. memiliki daerah penyé % (fun ran memiliki nilai maksimum dan
minimum).

1. Tidak memiliki daer pen saian
Mari kita cermati, grafik be@ 1ni.

Diberikan sistem: \Q
ax+by<c; a#0, b#\
px+qy2t;p# Q(f

Untuk setia
a,b,c p,qda

» Selidiki hubungan antar koefisien
variabel (x dan y) serta konstanta c
dan t pada sistem tersebut, hingga 5T ltax+by<c
kamu menemukan syarat bahwa
suatu sistem pertidaksamaan linear

tidak memiliki daerah penyelesaian. 101
Gambar 1.8
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2. Memiliki daerah penyelesaian (fungsi sasaran hanya memiliki nilai
maksimum atau hanya memiliki nilai minimum).
Grafik berikut ini, mendeskripsikan bahwa walaupun kendala suatu program
linear memiliki daerah penyelesaian, ternyata belum tentu memiliki nilai fungsi
sasaran. Mari kita cermati.

» Dari Gambar 1.9, tentukan sistem
pertidaksamaan yang  bersesuaian
dengan grafik daerah penyelesaian
seperti pada gambar.

Selanjutnya, dengan sistem
pertidaksamaan yang telah kamu temukan,
misalnya diketahui fungsi sasaran;

a. Maksimumkan:

Z=mx+ny, mneR"
b. Minimumkan: Z =mx+ny, mne R" é.

> Dengan demikian, tentu kamu t Q\gmbar 19
menemukan kondisi suatu prg ,?\{I

linear yang memiliki daerah p si sasarannya hanya memiliki

nilai maksimum dan tidak m.

sasaran memiliki nilai

3. Memiliki daerah‘ esai

maksimum dan m). @
Pertidaksamaan: $

A
263y 41220 < K !
3x+2y-12<0 6
x=0 \\Q 51
*
0<y<4_ * /
Fan) X;
& [’ 5 10

merupakan ,@ yang bersesuaian _{g : 9

dengan % erah penyelesaian pada /

Gambar 1. i samping.

» Misalnya, diberikan fungsi sasaran T
berikut ini:
a) Maksimumkan:
Z=3x+2y

-10 |
Gambar 1.10

b) Minimumkan:
Z=3X+2y.

|
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Dengan teliti, coba kamu tentukan nilai maksimum dan minimum fungsi sasaran
tersebut. Bandingkan hasil yang kamu temukan dengan temanmu.

Latihan
Diketahui sistem pertidaksamaan linear suatu masalah program linear.
ax+by(2,£)c;a¢0,b¢0 @
px+qy(2,£)t;p¢0,q¢0 2

x>0 6
y=0 ‘\
a, b, ¢, p, g dant merupakan bilangan real, dan ¢ <t, O N
Dengan memperhatikan hubungan koefisien variab any) ada%ala (1) dan
(2), selidiki syarat agar sistem pertidaksamaan li rsebut: 60

i tidak memiliki daerah penyelesaian; 6
i memiliki daerah penyelesaian

iii  memiliki daerah penyelesaianlé a uatq segmen garis

iv. memiliki daerah penyelesai a satu Eh\

Uji Kompete

1. Sebuah perusahai’
pabriknya. Harga me
dibeli mesin bekas dengan
harganya diukur dari
Keempat jenis mesi 3\ , yaitu baru, umur dua tahun, umur tiga tahun, umur
empat tahun mempux ukuran yang berbeda-beda, berturut-turut memerlukan

e@ €gi, 4 meter persegi, 5 meter persegi, dan 6 meter persegi
edangkan ongkos perawatannya berturut- turut 0, Rp1.000.000, 00

untuk semua mesin yang dlbe|l tersebut hanya 35 meter persegi dan ongkos
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perawatan total yang disediakan hanya Rp7.000.000,00 per tahun, bentuk model
matematika masalah program linear perusahaan tersebut.

2. Alkohol dapat dihasilkan dari 3 macam buah-buahan, A, P dan V yang dapat
diolah dengan 2 macam proses, misalnya A : buah A diolah menurut cara -1,
dan A2 - buah A diolah dengan cara-2, dan seterusnya. Berturut-turut A, A,, P,,
P,. V., V, dapat menghasilkan alkohol sebanyak 3%; 2,5%; 3,5%; 4%; 5% dan
4, 5% darl buah sebelumnya. Kapasitas mesin adalah 1 ton buah-buahanper hari
dan selalu dipenuhi. Pemborong yang memasok buah A hanya mau mel %1 jika
paling sedikit 600 kilogram per hari. Sebaliknya buah P dan V -masing
hanya dapat diperoleh paling banyak 450 kilogram per hari. Q@

Buatlah model matematika masalah di atas! \
*
rus dis

3. Untuk melayani konferensi selama 3 (a' serbet makanan.
Untuk hari ke-1, -2, -3 berturut-turut dlp helai serbet makanan.
Harga beli yang baru Rp 1.200 s s %ucikan kilat (satu malam

malam selesai) Rp 200 per

selesai) Rp 800 per helai, cucian,b (sat S
helai. Untuk meminimumka& Jaan Serbet, berapa helai serbet yang

harus dibeli, berapa helaise ekas -1 harus dicuci kilat (untuk hari ke-
2) dan berapa helais ekas h harus dicuci kilat (untuk hari ke-3)?

Buatlah model @z a ma% Vatas!
4. Sebuah peternakan‘ung mpunyai kandang-kandang untuk 600 ekor yang

gas
terdiri dari ayam (A), il%an mentok (M). Kapasitas maksimum kandang
selalu dipenuhi. P enginginkan banyak itik tidak melebihi 400 ekor,
demikian pula rﬁx@aling banyak 300 ekor. Ongkos pemeliharaan sampai
laku terjual u A

, M berturut-turut 3.500, 2.500, dan 6.000 rupiah per ekor.

Harga jua M, berturut-turut adalah 7.000, 5.500 dan 10.500 rupiah per
ekorny an model matematika program beternak yang memaksimumkan
keunt jika keuntungan adalah selisih harga jual dari ongkos pemeliharaan.

(Dalam masalah di atas dianggap tidak ada ongkos pembelian).

Matematika




5. Perhatikan gambar di bawah ini.

me jika setiap label daerah

Tentukan sistem pertidaksama
merupakan daerah penyelesaian.

6. Tentukanlah suatu siste rtidaks yang memenuhi setiap daerah

penyelesaian penyele a\ ikut ini.
a) berbentuk segima sisi di ran pertama
b) berbentuk trapesium di ku ‘kedua

c) berbentuk jajaran genj uadran keempat

7. Gambarkan daerah R aian untuk setiap kendala masalah program linear

berikut ini. .
a) x—4y<0; x 2, —2x+3y<6; x<10
b) x+4y<30; +y<5; 6x—py20; 5x+y<50; x-5y<0

c)x+4,>€Q Sx+p<5; 6x—p>=0; Sx+y<50; x—5y<0

8. Pesawat penumpang mempunyai tempat duduk 48 kursi. Setiap penumpang kelas
utama boleh membawa bagasi maksimum 60 kilogram sedangkan kelas ekonomi
maksimum 20 kg. Pesawat hanya dapat membawa bagasi maksimum 1440 kg.
Harga tiket kelas utama Rp150.000,00 dan kelas ekonomi Rp100.000,00. Supaya
pendapatan dari penjualan tiket pada saat pesawat penuh mencapai maksimum,
tentukan jumlah tempat duduk kelas utama. (UMPTN Tahun 2000 Rayon A).
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9. Seorang agen perusahaan alat elektronik rumah tangga menjual kulkas ke suatu
pusat perbelanjaan. Pada bulan Juli, 25 unit kulkas terjual. Untuk tiga bulan
berikutnya, setiap agen membeli 65 kulkas per bulan dari pabrik, dan mampu
menjual hingga 100 unit per bulan dengan rincian harga sebagai berikut:

Kulkas Harga Beli ($) | Harga Jual ($)
Agustus 60 90

September 65 110 . 6
Oktober 68 105 \

Oo

Nayar lan dan akan

mu% ITan penjualan dan

Agen menyimpan 45 unit kulkas tetapi har
dijual pada bulan berikutnya. Tentukan
biaya penyimpanan kulkas tersebut.

10. Perhatikan masalah program Ilne kut |n|
a) Tentukan nilai minimum dala:
x21y>2;x+y<6, da <15
b) Tentukan mterval : y) 2 dengan kendala:
x>0;y2>0; 10, da y<12

11. Tentukan titik engaklb
optimum (maksimum atau

fun95| linear f(x,y)=2x-y—4bernilai
imum) jika daerah asal dibatasi sebagai berikut
iksa nilai fungsi di beberapa titik daerah asal dan

—1<x<;-1<y <1,
periksa bahwa ni@um tercapai pada suatu titik sudut daerah asal).

\Q’.
S
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Projek \

Setiap manusia memiliki keterbatasan akan tenaga, waktu, dan tempat.
Misalnya, dalam aktivitas belajar yang kamu lakukan setiap hari tentu kamu
memiliki keterbatasan dengan waktu belajar di rumah, serta waktu yang
kamu perlukan untuk membantu orang tuamu. Di sisi lain, kamu juga
membutuhkan waktu yang cukup untuk istirahat setelah kamu melalukan
aktivitas belajar dan aktivitas membantu orang tua.

Dengan kondisi tersebut, rumuskan model matematika untuk masalah
waktu yang kamu perlukan setiap hari, hingga kamu dapat menget@
waktu istirahat yang peroleh setiap hari (minggu).

O .

Selesaikan proyek di atas dalam waktu satu minggu.
Susun hasil kinerja dalam suatu laporan, s%' ga kamu, te u dan

gurumu dapat memahami dengan jelas. b
\. LN J

) PenuTuP : ’\é

Beberapa hal penting yang p%'

program linear. .
1. Masalah dalam kehid Qri-hari i model suatu program linear. Konsep

program linear dida@ konse maan dan pertidaksamaan bilangan real,
sehingga sifat-sifat p am@ear dan pertidaksamaan linear dalam sistem

bilangan real banyak digu ebagai pedoman dalam menyelesaikan suatu

masalah program line

2. Model matematika X an cara untuk menyelesaikan masalah real yang
dikaji. Pembentukan model tersebut dilandasi oleh konsep berpikir logis dan
mampu menaz?an masalah nyata ke bentuk matematika.

3. Dua pertid aan linear atau lebih dikatakan membentuk kendala program
linear Iir@’ka dan hanya jika variabel-variabelnya saling terkait dan variabel
yang sama memiliki nilai yang sama sebagai penyelesaian setiap pertidaksamaan
linear pada sistem tersebut. Sistem pertidaksamaan ini disebut sebagai kendala.

4. Fungsi tujuan/sasaran (fungsi objektif) merupakan tujuan suatu masalah program
linear, yang juga terkait dengan sistem pertidaksamaan program linear.

il
Kelas XI SMA/MA/SMK/MAK Semester 1



5. Nilai-nilai variabel (x, y)yang memenuhi kendala pada masalah program linear
ditentukan melalui konsep perpotongan dua garis, sedemikian sehingga memenuhi
setiap pertidaksamaan yang terdapat pada kendala program linear.

6. Suatu fungsi objektif terdefinisi pada suatu daerah penyelesaian atau daerah yang
memenuhi sistem pertidaksamaan (kendala) masalah program linear. Fungsi
objektif memiliki nilai jika sistem kendala memiliki daerah penyelesaian atau
irisan.

7. Konsep sistem pertidaksamaan dan persamaan linear berlaku juga untuk sistem
kendala masalah program linear. Artinya jika sistem tersebut tidak §emiliki

solusi, maka fungsi sasaran tidak memiliki nilai. .

8. Garis selidik merupakan salah satu cara untuk menentukan nilai obj suatu

njang daerah

fungsi sasaran masalah program linear dua variabel. Garis selidi merupakan
persamaan garis fungi sasaran, ax + by = k, @Qdigeser d
penyelesaian

SR
3 W
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MATRIKS
©

A. KOMPETENSI DASAR DAN PENGALAMAN BELAJARO *
3 Y

Kompetensi Dasar Pengalaman Belajar

Memiliki motivasi internal, kemampuan 3 j materi matriks, siswa
bekerjasama, konsisten, sikap disiplin, rasa
percaya diri, dan sikap toleransi da

perbedaan strategi berpikir dalam memil%
al

menerapkan strategi menyelesaikan ma b &b andiri mengajukan ide secara bebas
%| asar @

2. Mendeskripsikandan menganalisisr _ enemukan hubungan-hubungan di antara

operasi matriks dan sifat-sifat o atriks p B
K qal h jek-objek.
SIS SIS CIlEY * e mecanar N > melatin berpikir kritis dan kreatif.

cara cermat aturan susunan

obj

masalah. \ @ * bekerjasama menyelesaikan masalah.
3. Memadu berbagai s@ an aturan%

matriks dan menyajikan‘'model mate tik% ri

suatu masalah nyata dengan me atkan

nilai determinan atau invers dalam

» Operasi pada matriks
e Determinan matriks
* Invers matriks

pemecahannya.

Istilah Penting
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MATERI PEMBELAJARAN

1. Operasi Pada Matriks Dan Sifat-Sifatnya
Saat duduk di kelas X, kamu telah mempelajari konsep matriks, jenis dan operasi

pada matriks yang ditemukan dari berbagai masalah nyata disekitar kehidupan
kita. Pada kesempatan ini, kita akan menganalisis sifat-sifat operasi pada matriks
dan menggunakannya dalam pemecahan masalah otentik. Amatilah dengan cermat
berbagai informasi dan masalah yang diajukan dan temukan sifat-sifat operasi matriks
di dalam langkah pemecahan masalah yang diajukan.

*

X

a. Operasi Penjumlahan Matriks dan Sifat-sifatnya

B asaian 21 o 2

Dua orang bersaudara laki-laki dan per@ ua cabang toko
men 2 jenis kue, yaitu;

kue di Padang dan di Medan. Tok el
bronis dan bika ambon. Biaya untu han ditangan h saudara perempuan
dan biaya untuk chef ditangani uda i. Biaya untuk tiap-tiap

*
s \
kue seperti pada tabel berikut 6

Tabel QTOK(@@I’]Q (dalam Rp)

('\\\ ivs Bika Ambon
Bahan KLN .000.000 1.200.000

Chef ("4% 2.000.000 3.000.000

A§

A¥\\e)8iaya Toko di Medan (dalam Rp)
,& A Bronis Bika Ambon
Bahanh-Kue 1.500.000 1.700.000

2
“\, Cher 3.000.000 3.500.000

Berapa total biaya yang diperlukan oleh kedua toko kue?
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Alternatif Penyelesaian
Jika kita misalkan matriks biaya di Padang, sebagai matriks A dan matriks biaya di
Medan sebagai matriks B, maka matriks biaya kedua toko disajikan sebagai berikut.

1.000.000 1.200.000 1.500.000 1.700.000
A= dan B = .

2.000.000  3.000.000 3.000.000 3.500.000

Total biaya yang dikeluarkan kedua toko kue tersebut dapat diperoleh, sebagai

berikut.
Total biaya bahan untuk bronis = 1.000.000 + 1.500.000 = 2.500.000
Total biaya bahan untuk bika ambon = 1.200.000 + 1.700.000 = 2.900.000 « b

Total biaya chef untuk bronis = 2.000.000 + 3.000.000 = 5.000.000
Total biaya chef untuk bika ambon = 3.000.000 + 3.500.000 = 6.500.05(0 N
*

Keempat total biaya tersebut dinyatakan dalam xs berikut:
Tabel Biaya Toko di Me(% am Rp

Bronis mbon
Bahan Kue ‘\ .900.000
Chef . 6.500.000

n dengan menjumlahkan matriks A

Total biaya pada tabel d@apat di
dan B. *

~ (1.000. 0 1.200:000 1.500.000 1.700.000

A+B ~ (2.000.000 000) * 3.000.000 3.500.000
1.00% .500.000 1.200.000+1.700.000
T)O.‘ +3.000.000 3.000.000 + 3.500.000

.é0.000 2.900.000
Q 5.000.000 6.500.000

Penjumlahan kedua matriks biaya di atas dapat dioperasikan karena kedua matriks
biaya memiliki ordo yang sama, yaitu 2 x 2. Seandainya ordo kedua matriks biaya
tersebut berbeda, kita tidak dapat melakukan penjumlahan dua matriks.
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Nah, melalui pembahasan di atas, tentunya dapat didefinisikan penjumlahan dua
matriks dalam konteks matematis.

Misalkan A dan B adalah matriks berordo m x n dengan elemen-elemen a,
dan b,. Matriks C adalah jumlah matriks A dan matriks B, ditulis C=A+B, dengan
elemen-elemen ditentukan oleh c¢,=a,+b, (untuk semua i dan j).

&

Catatan: .
Dua matriks dapat dijumlahkan hanya jika memiliki ordo yang sama. Ordl triks

hasil penjumlahan dua matriks sama dengan ordg matriks yang dij hkan.
. . . . 2 .4 2 %
a). Jika diketahui matrlksP{)lc x_7\®=
*
12 4 12 & \
PrO=, 4 & Tentuk@ dan y!
Jika dimisalkan R f@maka | matriks P dan Q adalah

12 4 12
12 3 6 %*
[x+2 2+2 4 12 4 12}
P+Q0=
141 x-7»® 23 6
Berdasarkan kesa A an dua matriks, diperoleh
x+2=12 10

X—=7# ay1l0-7+y=3atauy=0
Jadi diperoleh nilaix =10dany =0

@ |Contohf2’1

6 3 1
b). Diketahui matriks T=|5 5 0|. Tunjukkan bahwa T+0=Tdan O+ T=T
1 37

dengan 0 adalah matriks nol berordo 3 x 3.

Matematika




6 3 1 0 0 0
e T+0=|5 5 0(+/0 0 O
1 3710 00

6+0 3+0 1+0 6 3 1
={5+0 5+0 0+0(|=|5 5 0|=T
140 3+0 740 1 3 7

000 6 3 1 0+6 0+3 0+1 6 3 1
e O+T=|0 0 O[+|5 5 0|=|0+5 0+5 04+0(=1|5 5 0|=T
1 3 7 0+1 0+3 0+7 1 37

Dalam kajian selanjutnya, jika dikatakan matriks n& ka kita ha iki
matriks nol dengan ordo yang sama dengan m g seda@majl. Demikian

juga halnya untuk matriks identitas, I. 0
Cermati skema dan biaya pe n sala nls pesawat dari Bandara
Soekarno Hatta Jakarta k al kota da di Pulau Sumatera yang
disajikan sebagai berlkuz

Gambar 2.1 : Lintasan Penerbangan Pesawat Antar Dua Kota
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a) Sajikan lintasan pesawat dalam bentuk matriks A = (aij), dengan elemen a
menyatakan adanya lintasan penerbangan yang langsung antar dua kota.

b) Sajikan biaya penerbangan dalam bentuk matriks B = (bij), dengan bij
menyatakan biaya penerbangan antar dua kota. Selanjutnya tentukan biaya
penerbangan yang paling rendah dari kota Jakarta (J) ke kota Aceh (A)
dengan bobot biaya penerbangan yang tersedia dalam juta rupiah!

¢) Jika matriks pada bagian a) dikalikan dengan dirinya sendiri, apa yang dapat
kamu simpulkan dari unsur-unsur matriks tersebut?

Alternatif Penyelesaian

Bagian a)
Kata kunci pada persoalan ini adalah adanya ntasan anta@ota secara
matematis, fungsi lintasan antar dua kota terseb taka erikut:
Dari hasil pengamatan lintasan pener@'pesa a skema di atas,
diperoleh data sebagai berikut: 6
a, ={0’ Jika tidak intasan {@ dua kota
oL Jikaa&i@ n a kota

i)  Banyak lintasan penerb
kota yang lain adalah«7

ari Jakarta ke Tanjung Karang (TK);
dari Jakarta ke Pa ; rta ke Pangkal Pinang (PP); dari Jakarta
ke Jambi (JA @ ng (PD), dari Jakarta ke Pekan Baru (PB),
dan dari Jakarta ke Meda
i) Banyak lintasan pene pesawat dari Tanjung Karang ke kota lain adalah
%ung Karang (TJ) ke Jakarta (J).

1 lintansan, yaltu%
iii) Banyak lintasa angan pesawat yang langsung dari kota Palembang (P)
ke kota yang lain‘adalah 3 lintasan, yaitu dari Palembang (P) ke Jakarta (J); dari
\ceh (A); dan dari Palembang (P) ke Medan (M).

iv) Ba intasan penerbangan pesawat yang langsung dari kota Pangkal Pinang
(PP) ota yang lain adalah 1 lintasan, yaitu dari Pangkal Pinang ke Jakarta.

v)  Banyak lintasan penerbangan pesawat yang langsung dari kota Jambi (JA) ke
kota yang lain adalah 2 lintasan, yaitu dari Jambi (JA) ke Jakarta (J); dari Jambi
(JA) ke Aceh (A).

Matematika




vi) Banyak lintasan penerbangan pesawat yang langsung dari kota Padang (PD)
ke kota yang lain adalah 3 lintasan, yaitu dari Padang (PD) ke Jakarta (J); dari
Padang (PD) ke Medan (M); dari Padang (PD) ke Pekan Baru (PB).

vii) Banyak lintasan penerbangan pesawat yang langsung dari kota Pakam Baru
(PB) ke kota yang lain adalah 3 lintasan, yaitu dari Pekan Baru (PB) ke Jakarta
(J); dari Pekan Baru (PB) ke Padang (PD); dan dari Pekan Baru (PB) ke Medan
(M).

viii) Banyak lintasan penerbangan pesawat yang langsung dari kota Medan (P)
ke kota yang lain adalah 6 lintasan, yaitu dari Medan (M) ke Jakarta (J ( » dari
Medan (M) ke Padang (PD); dari Medan (M) ke Pekan Baru (PB); da?

(M) ke Palembang (P); dari Medan (M) ke Aceh (A); dari Medan Nlas

(N).
ix) Banyak lintasan penerbangan pesawat yang \1g da ko@eh (A) ke
kota yang lain adalah 3 lintasan, yaitu dari A) ke J@ a (J); dari Aceh

(A) ke Medan (M); dari Aceh (A) ke Jam

X)  Banyak lintasan penerbangan pes ang I darl kota Nias (N) ke
kota yang lain adalah 1 lintasa e Medan (M).
Dari data di atas, adanya lin %enerba sawat antar dua kota, dapat
ut

disajikan dalam sebuah matrl

Q\

Perhatika\@men matriks A di atas, jumlah elemen-elemen baris menyatakan
banyaknya lintasan penerbangan dari kota pada baris matriks tersebut. Misalnya
pada baris pertama matriks A, jumlah elemen matriks adalah 7, artinya ada 7 lintasan
penerbangan dari Jakarta ke kota-kota yang lain pada gambar.

Bagian b)

Dari skema penerbangan di atas, biaya penerbangan antar dua kota yang terhubung

langsung, dapat disajikan dalam sebuah matriks B berikut.
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O

0

Perhatikan Gambar-2.1 dan Matriks B d| , terdapat %ara (lintasan)
penerbangan dari kota Jakarta (J) menuju kota %r ceh (
i)  Dari Jakarta menuju kota Medan dan e

6 dan Aceh dengan total
biaya 2 juta Rupiah. 6

ii)  Dari Jakarta menuju Pekan B i Pel menuju Medan dan dari

upiah.

Medan menuju Aceh, denga biaya

iii)  Dari Jakarta menuju Pe u, dari aru menuju Padang, dari Padang
menuju Medan, dar menUJ dengan total biaya 2,4 juta Rupiah.

iv) Dari Jakarta r| Palembang menuju Medan dan dari
Medan menuj dengan biaya 1,8 juta Rupiah.

v)  Dari Jakarta menuju J @an dari Jambi menuju Aceh, dengan total biaya 2
juta Rupiah.

vi) Dari Jakarta adang, dari Padang menuju Medan, dan dari Medan
menuju Aceh,«d n total biaya 1,9 juta Rupiah.

vii) Dari Ja Q‘enuw Padang, dari Padang menuju Pekan Baru, dari Pekan
Baru edan dan dari Medan menuju Aceh, dengan total biaya 2,4 juta
Rup

viii) Dari Jakarta menuju Palembang, dari Palembang menuju Aceh, dengan total
biaya 2,1 juta Rupiah.

Dari ke delapan lintasan dari Jakarta menuju Aceh, biaya terendah diperoleh
melalui jalur Jakarta menuju Palembang, dari Palembang menuju Medan, dan dari

Medan menuju Aceh, dengan total biaya 1,8 juta Rupiah.
Matematika




Ingat kembali materi operasi penjumlahan matriks yang kamu sudah pelajari di
kelas X, jika kita jumlahkan matriks B dengan dirinya sendiri diperoleh

0 04 06 07 08 1 L1 15 0 0
04 0 0 0 0 0 0 0 0 0
06 0 0 0 0 0 0 07 L5 0
07 0 0 0 0 0 0 0 0 0
08 0 0 0 0 0 0 0 L2 0
B+B= +
1 0 0 0 0 0 0404 0 0]
LI 0 0 0 0 04 0 05 0 0 §
LS 0 07 0 0 04 0,5'\0 0,5 0, O
0 0 15 0 12 0 005 o0n 0
0 0 0 0

0 04 0,6 0, L5 0
04 0 0 Q 0 0 0
0 0 0,7 1,5

oo
=
(=] S
*
O/
(=]
o
S O O O
(=]
(=]
S O O O o O

o
=
~
(e}
=
)
(e}
o

0 04 0,5 0 0,5 0,6

0

0
Q‘l,souooo,soo
O 0 0 0 0 06 0 0
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0 04 06 07 08 1 LI 1,5 0 0
04 0 0 O O O o0 0 0 o
06 0o o O O O o0 07 1,5 O
07 0 0 O O O O 0 0 o0
08 0 0 O O O o0 0 1.2 o0
B+B=2.
1 o o0 o O 0 04 04 0 O
Lt 0 0o O o0 04 O 05 0 O
LS 0 07 O O 04 05 0 05 06 '\b
0 o0 15 0 L2 O 0 05 0 C .
0 0 0 0 0 0 ‘
B +B=2B. 0
Makna elemen matriks 2B adalah biaya pu g| untu erbangan antar dua
kota. Misalnya biaya penerbangan dari rta menu , dan sebaliknya, biaya
pulang pergi adalah 2 x 1,5 juta =3 j

Misalkan matriks é
. 1 2 3 1 2 3 1 2 3
B+B+B+..+B= 3 +13 4 5(+|3 4 S|{+..+|3 4 5
5 6 7 5 6 7 5 6 17

Misalkan B sebuah matriks dengan ordo n x m, n € N. Hasilnya penjumlahan

matriks B sebanyak k dengan k € N adalah k B, ditulis B+ B+ B+..+B=kB
dan matriks k B berordo n x n. k

Matematika




b. Sifat Komutatif Penjumlahan Matriks

=R

Perhatikan masalah di bawah ini!

Di suatu pasar terdapat dua orang pedagang mangga, jenis buah yang dijual
antara lain mangga dengan kualitas tinggi dan mangga dengan kualitas
sedang. Pedagang satu memiliki 3 kg mangga kualitas tinggi dan 6 kg mangga
kualitas sedang. Pedagang kedua memiliki 1 kg mangga dengan kualitas
tinggi dan 8 kg mangga kualitas sedang. Keesokan harinya kedua pedag
tersebut berbelanja untuk menambah persediaan mangganya. Pedagang saé
menambah 20 kg mangga berkualitas tinggi dan 15 mangga kualitas se
sedangkan pedagang kedua menambah 20 kg mangga kualitas ting n 10
kg mangga kualitas sedang.

Berapakah persediaan mangga setiap pedagang §Xang’?E Q

Alternatif penyelesaian

Pedagang satu dan pedagang dua me angga k gl dan sedang dan
pada hari berikutnya kedua pedagang m bah per mangga seperti tabel di
bawah ini:

Tabel persediaa ga se enambahan

Kualltas Sedang

@ltas Ti
6
Pedagang I a@lv 8

Kualitas Tinggi | Kualitas Sedang

6\\Hambahan persediaan mangga

y

dagang | 20 15

Pedagang I 20 10

Jika kita misalkan matriks persediaan buah mangga sebelum penambahan sebagai
matriks A dan sesudah penambahan sebagai matriks B. Matriks A dan B disajikan
sebagai berikut.
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A= 3 6 dan B = 20 15 :
1 8 20 10
Ingat kembali materi operasi pada matriks yang sudah dipelajari. Dua matriks

dapat dijumlahkan apabila kedua matriks tersebut memiliki ordo yang sama. Matriks
A dan B memiliki ordo yang sama, yaitu; matriks berordo 2 x 2.

Maka jumlah keseluruhan persediaan mangga dapat diperoleh sebagai berikut.
3 6 20 15 3+20 6+15 23 21
A+B= + + =
(1 8] (20 1oj 1+20 8+10J 21 18] .\6

20 15) (3 6) (20+3 15+6) (23 21
B+A: + =
[20 10J (1 8) 20+1 *&% 21 asj

RS

*

persediaan mangga
Pedagang | adalah 23 kg mangga ku i angga kualitas sedang;
(2) total persediaan mangga Pedangal angga kualitas tinggi dan
18 kg mangga kualitas sedang; ( lahan matriks A+ B =B + A.

Slcorterzp - L
X

— -3 -1 2
Misalkan matriks 0 danmatriksB=| o @ 4
*
%@ 1 1 5 -1
-1 2

3 - -3
A+ B =|0 ‘6\ + 0 6 4
\Q ) L1 =5 -1
Q3+(—3) -1+(-1) 2+2

= 0+0 6+6 4+4
1+1 5+4(=5) 1+(-1)

Matematika




0 2 4
A+B =0 12 8
2 0 0

-3 -1 2 3 -1 2
B+4={0 6 4 |+/0 6 4

1 -5 —-1) {1 5 1
AN

343 —14(=1) 242 N
= 040  6+6 4+4 '\ Q
141 545  —1+1 (bs 6.

i RS
+_200 6§&

Berdasarkan contoh di & disi bahwa A+ B =B + A.

Mari kita buktikan secal m bahwa asi penjumlahan pada matriks memenubhi
sifat komutatif. Misalkan matriks i B berordo n x k. Elemen-elemen matrik A
dan B adalah bilangan real yan@ajlkan sebagai berikut.

ay dp 4y . o\\ ay b, b, by . . ., b,

a, a,, aK'Q, cLoay, b, b, b, . . . by,

ay  dy & - Gy by by by ... by
A= . Q . . . . |dan B=

Ay Gy Ay Dk by by by . . . by
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a;  dp 4 ay b, b, b , b

ay 4y dy Ay, by, by by . . . b

Ay Uy dy . . . dy by by, by . . . b
A+B=| . . e

anl anZ an3 ank bnl an bn3 b

ay+b, a,+b, ay+b; . . . g+

\

a4y +by ay+b, ay+b, . . . q X?Zk
ay +by an+by, an+by . E % 3k é

a,+b, a,+b, 69 & b,

Karena nilai a; dan b, u
ij
sama dengan nilai b, + é
A+B=B+A.

*

nko‘g
O

|ap i d@%lah bilangan real, maka nilai a;+ b
i T by Dengan demikian hasil penjumlahan

Misalkan matriks Ad

st

vajika A+ B=B + A.

rdo n x k. Penjumlahan matriks A dan B memenubhi

sifat komutatif jika d
&[Conton[213)

Diberikan matriks A = [ X=2y y ] dan B = [ S
4 1

1 8

penjumlahan matriks B + A =
16

2X X-Y

] dengan hasil

J . Tentukan matriks A dan B!

Matematika



Alternatif penyelesaian
Berdasarkan Definisi-2.2 di atas, A + B = B + A, sehingga diperoleh

x=2y y 5 3
A*B =1 4 1) e 2oy

xX—=2y+5
| 2x+4

y+3
x—y+1
Berdasarkan Definisi-2.2 di atas, A + B = B + A, sehingga diperoleh 6
y+3

x-2y+5 1 8 \
2x+4  x—-y+1) {16 2 ‘
Dar@t persamaan ini
3
dan matriks B =

Berdasarkan sifat kesamaan dua matriks, maka dip
Xx=2y+5=1; y+3=8;2x+4=16,danx -y
diperoleh nilai x, dan'y.

2x + 4 = 16 diperoleh x = 6.

y+3=8makay=5
Dengan demikian matriks A -$
c. Sifat Asosiatif P ahan

,QJ

Masalah-2.4

Pada suatu acara pe Ag'n masak pada acara 17 Agustus di SMA yang
terdiri dari tiga sekolah)\terdapat tiga peserta perwakilan dari masing-masing

sekolah. Terdap orang anggota tim juri menilai dari setiap hasil masakan
dari masing- i ekolah, dengan nilai rentang nilai 6 sampai 10. Tabel

nilai terse%
abel persediaan mangga sebelum penambahan

Juri | Juri Il Juri 1l
SMA | 8 8 9
SMA I 7 8 8
SMAII 10 8 8

Kelas XI SMA/MA/SMK/MAK
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Alternatif penyelesaian

Misalkan:
* Nilai dari juri I untuk masing-masing sekolah:
SMAI 8
SMAIl =7
SMAIII 10

Nilai juri I untuk masing-masing sekolah:

[SMAI | [8] . b
SMAIl |=| 8 O§
| SVAIL| | 8] :&\ Q

* Nilai juri III untuk masing—masin%@ﬁ: 6‘
[SMAI | [9] 0
SMAIl |=
| SMAII |

a+my+ur

= +/8]=|23]|atau
<>
Q 118 |8] |[26]
”\.\' 8 87 9]
L@y = || 7 | [+ 8|48
10 8] |8

Matematika




8 17 25
= |7 | |+/|16]]|=|23
10 16 26

Dari penyelesaian tersebut dapat diketahui peringkat | adalah SMA 111, Peringkat
kedua adalah SMA 1, dan peringkat ketiga adalah SMA Il. Selanjutnya dapat
disimpulkan bahwa matriks | + (I1 + 1ll) = (I + 1) + I1l. Hal ini dinamakan sifat
asosiatif operasi penjumlahan pada matriks.

% 0

3 -3 8

MisalkanA=| 2 -5 | ,B= 6
0 4

-3
-2
-4
A+(B+0)=| 2 5 |+ 62
0 4 —4

3 -3 8 -3 0 -1
(A+B)+C = 2 5 |*| 6 -2 +| -5 8
0 4 4 -4 0 2

o
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11 -6 0 -1
=1 8 -7 |*t| -5 8
4 0 0 2
11 -7
=1 3 1
4 2

O

0&
. .. . . * .
Berdasarkan contoh di atas dapat disimpulkan bhahwa hasil pen!fan matriks

N\
G’OS \\}6‘

A+(B+C)=(A+B)+C=| 3

do n enjumlahan matriks A, B dan C
nya jike (B+C) = (A+B) + C.
A

Misalkan matriks A, B dan

memenuhi sifat asosiatifjil\ an.ha
*

2. Pengurangan Mks

Sebagai gambara al me en‘k operasi pengurangan dua matriks, mari kita
cermati contoh masalah beri% i

Masalah-2.5

*
Sebuah pabri stil hendak menyusun tabel aktiva mesin dan penyusutan
mesin selarx hun yang dinilai sama dengan 10 % dari harga perolehan
sebagai beri

Lengka tabel tersebut dengan menggunakan matriks!
Jenis Harga Penyusutan
Aktiva | Perolehan (Rp) Tahun | (Rp) kg B )
Mesin A 25.000.000 2.500.000
Mesin B 65.000.000 6.500.000
Mesin C 48.000.000 4.800.000

Matematika




Alternatif penyelesaian

Misalkan:
25.000.000
Harga perolehan merupakan matriks A = | 65.000.000
48.000.000
2.500.000

Penyusutan tahun pertama merupakan matriks B = | ¢ 544 gog

O
4.800.000 N
O 23

Untuk mencari harga baku pada tabel tersebut adal Q
25.000.000 2.500.000 22 0 6 .
A-B=|65.000.000 |-| 6.500.000 |= .000

48.000.000 4.800.0

Rumusan penjumlahan dua matri
konsep pengurangan matriks A

Misalkan A dan B adalah
A dengan matriks B did \
ditulis:

iterapkan untuk memahami

iks-matri ordo m x n. Pengurangan matriks
seba ah matriks A dan lawan matriks —B,

B=A+(-B).
Matriks —B merupakan ma% ng setiap unsurnya berlawanan tanda dengan
setiap unsur yang bersesu an matriks B.
Dari pemahaman pe X{esaian Masalah-2.5 di atas, pengurangan dua matriks
dapat juga dilakuk gan mengurangkan langsung elemen-elemen yang seletak

dari kedua mat but, seperti yang berlaku pada penjumlahan dua matriks,
yaitu : A-B :\Q} b, |

3. Perkalian Suatu Bilangan Real dengan Matriks

Dalam aljabar matriks, bilangan real k sering disebut sebagai skalar. Oleh karena
itu perkalian real terhadap matriks juga disebut sebagai perkalian skalar dengan
matriks.

il
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Sebelumnya, pada kajian pengurangan dua matriks, A — B = A+ (-B), (-B) dalam
hal ini sebenarnya hasil kali bilangan —1 dengan semua elemen matriks B. Artinya,
matriks (-B) dapat kita tulis sebagai :

-B=k.B, dengan k= -1.
Secara umum, perkalian skalar dengan matriks dirumuskan sebagai berikut.

Misalkan A suatu matriks berordo m x n dengan elemen-elemen a, dan k adalah
suatu bilangan real. Matriks C adalah hasil perkalian bilangan real k dengan matriks
A, dinotasikan C = k.A, bila matriks C berordo m x n dengan elemen-elemennya

ditentukan oleh : t
*
;= k.a,.j (untuk semua i dan j). \

@[Conton2’s R i

-2 —4 2><( 4)
a)lJika T= |-4 -5|,Maka2.H= 2><(
12

18
b) Jika S= | 9

-3 ‘_

l><18 —><15
3

Qp 6 20
L o —x24 Cay

13 \Q JX(12)

3 \K

. 0 36
c) Jika P= , Maka
4 60 72

—4

3 3 3

! x36| |—x16 —x40 —x36
4 4 4

| ZX16 %x40 i

—P+>P=

4 4 l><24 l><60 l><72 é><24 é><6O §><72

4 4 4 4 4 4
410 9] [12 30 27] [12 40 36

__|6 15 18]+118 45 54]"|24 60 72}_‘
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4. Operasi Perkalian Dua Matriks dan Sifat-sifatnya

Masalah-2.6

P.T Melodi adalah sebuah perusahaan multinasional yang bergerak di
bidang penjualan alat-alat musik. Perusahaan tersebut memiliki beberapa toko
penjulan di beberapa kota besar di Indonesia. Persediaan alat-alat olah raga di
setiap toko disajikan pada tabel berikut.

Tabel 1.1: Alokasi setiap sumber yang tersedia
Jenis Alat Musik '\6
Sumber g
Piano Gitar Terompet | Se Q)n
Medan 95 68 ) o
Surabaya 70 57 120 80
Makasar 85 %_ 90
Yogya 45 G 64
Bandung 75 .90 65
Tabel di bawah ini men&@u harga ah untuk setiap jenis alat musik
 Jenis Alat o Harga (Rp)

h 15.000.000,—
Gitar 1.500.000,-
.

of Terompet 5.000.000,—
\&Q Seksofon 5.000.000,—

Setiap to\kQ masing-masing kota telah berhasil menjual berbagai jenis alat
musik yang disajikan pada tabel berikut.
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Jenis Alat Musik

Kota/
Terjual . .
Piano Gitar Terompet | Seksopon

Medan 85 56 84 70
Surabaya 55 52 85 65
Makasar 80 48 43 86

Yogya 42 60 67 62
Bandung 72 51 78 é\

A

Amatilah data di atas dan tentukan nilai dari . O .

a. Nilai persediaan alat musik seluruhnya! \ Q

b. Penghasilan kotor perusahaan P.T Me d@ 6
Alternatif Penyelesaian 6 0

Misalkan P adalah matriks yang
dan matriks H adalah matriks yang
serta T adalah matriks yang men
di setiap kota. Matriks P, H,

pat ® agai berikut.
* N 2
\ wnis Alat Musik
Kota/
Terjual ] )
Pian Gitar Terompet | Seksopon

)
Medan \@ 56 84 70

Surabaya | ¢ \ 55 52 85 65
Makasan ) 80 48 43 86

Yi " a2 60 67 62
Ba& 72 51 78 60

Matematika




95 68 85 75 85 56 84 70
15000000
70 57 120 80 00000 55 52 85 65
P=185 60 56 90| danH= danT=|gy 48 43 86
45 90 87 64 5000000 42 60 67 62
75 54 90 65 5000000 72 51 78 60
95 68 85 75
15000000
Nilai B Keseluruhan = 70°57:120 801 4 <0000
1al arang eselurunan = 85 60 56 90|x
5000000 | *
45 90 87 64 AN\
5000000,
75 54 90 65
95(15000000) + 68(1500000) + 85(500 1&\75(5 %
70(15000000) -+ 57(1500000) + 120( +80(
= | 85(15000000) + 60(1500000) + 56(5000000 0000)

45(15000000) - 90(1500000) 187 ooogo%. 5000000)
75(15000000)+54(1500@0(500 65(5000000)
1425000000 4 10200?0 1425 @o 375000000
1050000000 + 0+ 400000000
= 12750000(@ 0000 0000 -+ 450000000

675000000 + 135000000-+435000000 + 320000000

11255000000 + 81& 450000000 + 325000000

2327000000
2135500000

6
1981000000

Berdasarkan hasil perhitungan di atas, diperoleh nilai barang keseluruhan di
setiap toko di masing-masing kota adalah

il
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2327000000| Medan
2135500000 | Surabaya
Nilai Inventori Barang = |2805000000 | Makasar
7640000000| Yogya
1981000000 | Bandung

Berdiskusilah dengan temanmu, coba tentukan nilai barang yang terjual di setiap
toko di kota.

Dapat kita cermati dari perkalian di atas, bahwa setiap elemen baris pada%ks C
berkorespondensi satu-satu dengan setiap elemen kolom pada matriks D ainya
terdapat satu saja elemen baris ke-1 pada matriks Ctldak memiliki n dengan
elemen kolom ke-1 pada matriks D, maka opera5| kalian terh% a matriks
itu tidak dapat dilakukan. Jadi, dapat disimpu era5| rka terhadap dua
matriks dapat dilakukan jika banyak baris pa sCs gan banyak kolom
pada matriks D. Banyak perkalian akan ber jika's emen baris ke-n pada
matriks C sudah dikalikan dengan set men kol n pada matriks D.

Secara matematis, kita dapat an ua matriks sebagai berikut.
Misalkan matriks A dan matn% matri pat dikalikan dengan matriks B
jika banyak baris matrlks A olom B. Hasil perkalian matriks

n x p adalah suatu matriks berordo
asil perkalian dua matriks dipaparkan

b11 b12 b13 blp

by by, by; -+ b2P

dan = xp b31 bsz b33 ‘b3p

a,, d., d.s o ag bﬂl bn2 bﬂ3 bnp
Jika matrlks hasil perkalian matriks A terhadap —matriks B,
dinotasikan'C=A.B, maka C berordo mxp. Elemen- elemen matriks C pada baris Ke-i

dan kolom ke-j, dinotasikan c,, diperoleh dengan cara mengalikan elemen baris ke-i
dari matriks A terhadap elemen kolom ke-j dari matriks B, kemudian dijumlahkan.
Dinotasikan c,=a,.b, +a,.b,+a, b +..+a b

in" " nj

Matematika




Misalkan A = [a,-j] adalah matriks yang berordo m x p dan B = adalah matriks yang
berordo g % n.

Hasil kali matriks A dan B adalah suatu matriks C berordo m x n
dinotasikan A x B= C =[Cij] berordo m x n dengan elemen baris ke-i dan kolom
kesj adalah: ¢,= a, b+ a, b, + a, b, + ..+ a b, dengani=123, .., m; dan
j=123,....,n

Catatan: Matriks A dan B dapat dikalikan apabila banyak kolom matriks A
dengan banyak baris matriks B. 0 .

0

Mari kita pelajari contoh-contoh di bawah ini, %&5 emua&% mengerti

akan konsep di atas!

& |Contoh|2’6) S

Gambarkan daerah penyelesala rt|d berikut ini.
ll 1 b12 b13
a) Diketahui matriks A, = b21 b,, b,,| matriks hasil
31 b32 b33
ay| (b, b, by
perkalian matrlksA matrl . =la, ay, ay||b, b, by
6 ay  ay,  ay||by by, by

@by, +ay, by, + &\ by + ay by +ay by, ay by +ay, by +ay b
=|ay by, +ay b, ‘azg 31 oy by + Gy by, 053 byy @y By + Gy, byy + 0y by
a,.b, +a % 33:by @y by + 0y by, + agy by, ay, by +ay, by +as by
ﬂgﬂkan tentukan hasil perkalian matriks B terhadap matriks A.

Sekaran%
Kemudian, simpulkan apakah berlaku atau tidak sifat komutatif pada perkalian
matriks? Berikan alasanmu! 1 2

b) Mari kita tentukan hasil perkalian matriks |3 4.
56

, dengan menggunakan

1 20
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konsep perkalian dua matriks di atas, diperoleh:
1 2 4 12421 1.3422 1.4+20 4 7 4

2 3
3 4 .'1 =132+41 33442 34+4.0=|10 17 12|.
56 52+46.1 53462 5446.0 |16 27 20

Dengan menggunakan hasil diskusi yang kamu peroleh pada contoh a) dan b),

12
2 3 4
silahkan periksa apakah matriks dapat dikalikan terhadap matriks |3 4|?
Berikan penjelasanmu! 0 6

*

a. Sifat Asosiatif dan Distributif Operasi Perkalian Matriks §
FIEATE e
12 1)°
AxB= ° 3><_5 3 é@‘ 6
iz o112
Axpo [25736 153 \Q \Q
B 60—|—12 361 60 6\
AxB= 5
—48 35 @
BxA= $
BxA= —25+36 —15
60—12
BxA-= 11 -1
48 35

Berdasarka@ perhitungan di atas, dapat disimpulkan bahwa perkalian matriks

Misalkan Matriks A =

tidak meme komutatif sebab Ax Bz B x A
Mari k sifat asosiatif!
5 3) (=5 3) (2 -1
AX(BxC)_[lz 1]X{12 —1]X[1 1]
5 3) (=7 8
Ax (B =
x(BxC) [12 1]X[23 —13]

Matematika




Ax(BxC)= [—321 813]

Sekarang perhatikan hasil perkalian matriks
weorees (L
12 1 12 -1 1 1

1no12) (2 -1
AxBYxC=| 45 351 1

(AxB)xC= 3:1 813] . b
N

Dari hasil perhitungan di atas dapat disimpulkan A x (B x C) = (A x @ C.

Misalkan matriks A berordo m x n, B berordo@

m, n, p, q € N. Perkalian matriks memenuhi s
BxC)=(AxB)xC.

Perhatikan kemball matrlks A B d| ata
Matriks A = [12 ; dan C

12 1 12 f.;.

Ax (B+C)

-5 3 5 3] (2 -1
X + X

12 -1 12 1) (1 1

11 12 13 -2
= +

—48 35 25 —11

—23 24
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Dari hasil perhitungan di atas, dapat disimpulkan bahwa A x (B+ C) = (Ax B) +

(AxC).

Misalkan matriks A berordo m x n, B berordo n x p dan C berordo n x p dengan m,
n, p, g € N. Perkalian matriks memenuhi sifat distributif operasi perkalian terhadap
operasi pen—jumlahan matriks jika dan hanya jika A x (B+ C) = (A% B) + (A x C).

Nah, sekarang mari Kita cermati untuk perkalian berulang suatu matriks Aberordo
pxq. 0\
SICERCRETD N o

201
o | Tentukanlah A X Q

0
Diketahui matriks A = L

Alternatif Penyelesaian

0 —1/|0 —1
1 o/l 0
Jika A2= -], maka A“- rtmya u etiap pangkat matriks A kelipatan 4,

akan ditemukan mat
Selanjutnya, 20 at kita tux&H sebagai berikut:

2013=4.(503)+1.
Akibatnya,

A013 = A(®(503)+1)

Matriks A*= 1, dan& = 1 2,3,..., akibatnya berlaku, (A*)%3= 1. Oleh karena

itu, A28 =

A=A A= \

Dari has@&hasan Contoh 2 7, secara umum dapat kita nyakan dalam definisi
berikut ini

Definisi 2.7

Misalkan matriks A berordo p x gdan n € N.
A" =AxAx Ax...A

n faktor

Matematika




0 —1

A% pada contoh di atas, dengan A=[1 ol kebetulan memiliki pola untuk

menentukan hasilnya. Namun, jika kamu menjumpai masalah untuk menentukan

A" n bilangan asli dapat kamu kerjakan dengan menentukan hasil kali matriks A
sebanyak n faktor.

Pertanyaan Kritis: Apakah A4 = | berlaku untuk sembarang matriks persegi
berordo 2 x 2 ?

*

Uji Kompetensi 2.1

WWWWMW

N
. . . p+2 2 p 6 4 8 %a o
1. Hasil penjumlahan matriks [ 3 5]+[ &[9 SE Te‘ n nilai p
p é
B_

*
dan q'.
2. Misalkan matriks A = B B, Tentukan nilai p

dan g 3 > 1 +3]

*
o _ 4 -2 <F 6 \% —26 -2 _
3. Diberikan matriks A = [3 B @ 3& =13 _ss Tunjukkan

o

bahwa A+ B=B% + C.

4. Tentukanlah hasil p ’&a atrilwzks berikut!
-2 0 11
CLEN

1212 A 0 0
a.|2 54] 3 010
0 4 601—1001

., \RQ 1 0 o)1 3 2
b.215] - dlo 1 o3 4 s
767 00 1/5 6 3

0 2
’\fkamu jelaskan tentang operasi pembagian matriks? Misalnya

5. Apa yanb@a
diketahui persamaan matriks A.C = B, dengan matriks A dan B matriks yang
diketahui. Bagaimana kita menentukan matriks C? Paparkan di depan kelas!

6. Berikan dua matriks yang memenuhi kesamaan:
i.(A+ByY =A*+ B
ii. A2-B2 =(A-B).(A+B)
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7. Seorang agen perjalanan menawarkan paket perjalanan ke Danau Toba. Paket |
terdiri atas 3 malam menginap, 2 tempat wisata dan 4 kali makan. Paket Il dengan
4 malam menginap, 5 tempat wisata dan 8 kali makan. Paket 111 dengan 3 malam
menginap, 2 tempat wisata dan tidak 1 makan. Sewa hotel Rp 250.000,00 per
malam, biaya pengangkutan ke tiap tempat wisata Rp 35.000,00, dan makan di
restoran yang ditunjuk Rp 75.000,00.
a) Dengan menggunakan perkalian matriks, tentukan matriks biaya untuk tiap

paket.

b) Paket mana yang menawarkan biaya termurah?

Jawa

8. Sebuah perusahaan angkutan menawarkan tiket pulang bersama ke Pr
i cecutif,

Timur. Perusahaan angkutan tersebut mempunyai tiga jenis bus, u
Economi, dan AC. Setiap bus dilengkapi dengan kursi penu

umum, mahasiswa dan pelajar. Jumlah kursi p@mpan tig is bus tersebut
disajikan pada tabel di bawah ini. E (b, 96.

Eksekut&\ Ek AC

Umum _@) 21

Mahasiswa 41 35
£ 2

Pelajar ‘\ 30 ! 39 28
Perusahaan teIatQiaftar jumlah penumpang yang mengikuti perjalanan wisata

ke negara A, seperti pad% erikut.

\\ VKategori Jumlah
N . ‘ penumpang | penumpang
\’& Umum 123
Mahasiswa 109
Pelajar 94

Berapa banyak bus yang harus disediakan untuk perjalaan tersebut?

Matematika




9. Tentukanlah B® — 4B% + B — 41, dengan matriks | merupakan matriks identitas
12

1
berordo 3 x 3 dan matriks B= |1 2 1
2 1 1

1

1 2
10. Jika matriks D = |l 2 1|  maka tentukanlah matriks D *~ 4D 2+ D + 4.1,
201 1

dengan matriks | merupakan matriks identitas berordo 3 x 3

11. Tentukanlah nilai p dan q yang memenuhi syarat berikut ini! . b
2
a) R= J dan R?=1 §
o Q O
b) S=|,  danS’=p.S+ql E @, 6
Projek \ \b \
Rancang sebuah permasalaé terkait_(pekerjaan tukang pos yang
melibatkan matriks. Beri linta nderaan dari sisi jarak atau
biaya dalam pelaksana: s men urat atau barang dari rumah ke
rumah penduduk an t @’secara berkelompok. Buat laporan
hasil kerjamu dan n di depa as.
.
\ < )

5. DETERMINAN DAN

a. Determinan Matri
*

Masalah-2.&

MATRIKS

Siti dan tﬁt emannya makan di sebuah warung. Mereka memesan 3
ayam penyet'dan 2 gelas es jeruk di kantin sekolahnya. Tak lama kemudian,
Beni datang dan teman-temannya memesan 5 porsi ayam penyet dan 3 gelas
es jeruk. Siti menantang Amir menentukan harga satu porsi ayam penyet
dan harga es jeruk per gelas, jika Siti harus membayar Rp70.000,00 untuk
semua pesanannya dan Beni harus membayar Rp115.000,00 untuk semua
pesanannya, berapakah harga satu porsi ayam penyet dan es jeruk per
gelasnya?
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Alternatif Penyelesaian
Caral

Petunjuk : Ingat kembali materi sistem persamaan linier yang sudah kamu
pelajari. Buatlah sistem persamaan linear dari masalah tersebut, lalu selesaikan
dengan matriks.

Misalkan :
X = harga satu porsi ayam penyet
y = harga es jeruk per gelas

Sistem persamaan linearnya : 3x + 2y = 70.000 . 6
5x + 3y = 115.000 AN\
Dalam bentuk matriks adalah sebagal berikut : . O N
N O
Q-
Mengingat kembali bentuk umum persa linier riabel
ax+by=c a, b
a,x+b, a,

Solusi persamaan terse @ah @
b,.c, —b,.c, 6

ab,#Fab, 2

b ah, aﬁ@*‘@”#“ @

*
» Ingat kembali bagaiman#ntukan himpunan penyelesain SPLDV. Tentunya,

kamu mampu menunj ya.
Cara Il \
b

a
Dalam konsep matriks; hilai a,.b,—a,.b, disebut sebagai determinan matriks a‘ bll
2 2

, dinotasika atau det (A), dengan matriks @ b ] =A
a, b,
Oleh karena itu, nilai x dan y pada persamaan (2), dapat ditulis menjadi
¢ b a. G
c, b a, c
X AN o e (3)
al bl 1 bl
a, b, a, b,

Matematika ﬂ




a b
a, b

dengan = 0.

Kembali ke persamaan (1), dengan menerapkan persamaan (3), maka diperoleh:

70.000 2‘
115.000 3 — _
_ _ 210.000—230.000 _ 20.000 — 90,000
3 2 9—10 -1
53
3 70.000‘ \b
5 115.000] 345.000—350. 000 _ 5 000 0
y= = =5. 000
3 2 9-10
5 3 Q
Jadi, harga satu porsi ayam penyet adalah R 00 d a satu gelas Jus
adalah Rp5.000,00.

Notasi Determinan
Misalkan matriks A = inan d@atrlks A dapat dinyatakan
det (4)=|4|= —ad@ @
b. Sifat-Sifat Determln;n
3 4
z dan matriks B = [_2 _1]

det (B)—\E\@:‘ ——3-8=-5

jadi |4]x|B| =25

_ 3 4)(-3 —4

_(-17 —16
s 9

il
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Dengan demikian det (4x B)= |AB| —

Misalkan matriks A dan B merupakan matriks persegi berordo m x mdengan m €
N. Jika determinan matriks A dinotasikan |A| dan determinan matriks B dinotasikan
|B|, maka |4B|=|4].|B|.

g =—153+128=-25

—17 —16‘

Contohf2'8 1\(}0

Gambarkan daerah penyelesaian sistem pertidaksamaan berikut ISIO

Z dan matriks B = l; ; @\‘\ 6‘
Tunjukkan bahwa |4.B| =|4].|B|! 0

Alternatif Penyelesaian 0 ’\*

Sebelum kita menentuka@\inan ri kita tentukan terlebih dahulu

matriks A.B, yaitu:
N 4 2] 19 28
N\ Y45 = .
Q 4|20 28
L 4

. 19 2
Dengan matriks A.Bterseb&eroleh |4.B|= 9 28

4
Diketahui A = 5

20 28

4 5
Sekarang kita akan an dengan nilai |4|.|B|. Dengan matriks A = \2 6]
1 2
3 4

Maka |A| = 14 ‘no =
|4.B|=14].|B

Maka [B| = -2 nilai |4||B|= 14.(-2) = -28

Soal Tantangan....

 Selidiki apakah |A.B.C|=|A|.|B|.|C| untuk setiap matriks-matriks A,B, dan C
berordo nxn.

 Jika matriks A adalah matriks persegi, dan k adalah skalar. Coba telusuri, nilai
determinan matriks k.A.

Matematika




@ |Contohj2’9

Sebuah matriks P ordo 2 x 2 dengan P = \a
C

Z dengan a, b, ¢, d €R.

Jika determinan P adalaha , dengan a € R. Tentukanlah determinan

a

dari matriks O = dengan x, y € R.

xc-sa xd-sb

Alternatif Penyelesaian .\6
b

Jika P= , dan determinan matriks P adalgha, maka berla@ao ; =
ad-bc=a ¢ \ ¢

Elemen matriks @ memiliki hubungan dengan S P, yaitts,

q,,= hasil kali skalar x terhadap p,, — hasil k ar sterh

q,,= hasil kali skalar x terhadap p22 ka skala\? ap p12

Tujuan kita sekarang adalah me atri di kelipatan matriks P.
Adapun langkah-langkahnya adalah i berlk

baris1

sa @ b|— baris?2

n barls 1 matriks P. Mereduksi dalam hal ini
is 2 matriks Q menjadi elemen baris 2 matriks P.

Elemen baris 1 matriks Q =
adalah mengoperasikan elem
njadi:

Unsur g, dapat dioper
Gy ) =sq,+ BS( ibatnya kita peroleh:

LG

Menurut&determinan matriks (silahkan minta penjelasan lebih lanjut dari
a

a b L.
=x. ‘=xa,( =aJ. jadi |Q|=xa
c d c

— baris1*

xc  xd|— baris2*

guru Matematika), maka |Q|

il
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Soal Tantangan....

Misal matriks P adalah matriks berordo 3x3, dengan |P|=c¢ dan matriks Q
berordo 3x3 dan mengikuti pola seperti contoh di atas.

Tentukan determinan matriks Q.

Perhatikan kembali matriks A di atas dan ingat kembali menentukan transpose

3 4
sebuah matriks yang sudah dipelajari, Matriks A = [_2 _1] dan matriks transpose

dari matriks A' [j j] ‘\6
?‘: -3 \=5
< @9

Perhatikan dari hasil perhitungan det (A) da %) dlpg t(A) = det(AY).

Sifat 25 <O

Misalkan matriks A dan B ber06 m den € N. Jika det (A)=|A| dan

det (A")=|A" maka (\ .(0

Determinan adalah det (

n menawarkan perjalanan wisata ke negara
yunyai tiga jenis pesawat yaitu Airbus 100, Airbus

200, dan Airbus 300.%S
untuk kelas turis, ni, dan VIP. Jumlah kursi penumpang dari tiga jenis
pesawat terseb t‘diA jikan pada tabel berikut.

Kate ~ Airbus 100 Airbus 200 Airbus 300
K 50 75 40
Kelas Ekonomi 30 45 25
Kelas VIP 32 50 30

Matematika




Perusahaan telah mendaftar jumlah penumpang yang mengikuti perjalanan
wisata ke negara A seperti pada tabel berikut.

Kategori Jumlah Penumpang
Kelas Turis 305
Kelas Ekonomi 185
Kelas VIP 206

*

perjalanan tersebut? \

*

Berapa banyak pesawat masing-masing yang harus dipersiapkan @Jk

Alternatif Penyelesaian
Untuk memudahkan kita menyelesaikan masalah i Mlta mlsale

x : banyaknya pesawat Airbus 100 E @,

y : banyaknya pesawat Airbus 200

Z : banyaknya pesawat Airbus 300

Sistem persamaan yang terbentu \
50x+75y + 305 5 40| |x| {305
30x—|—45‘ = 185 45 25| |y|=]|185
32x Oz = 32 50 30|z 206

Sebelum ditentukan pen \i@] masalah di atas, terlebih dahulu kita periksa apakah
matriks A adalah matrik)s\ singular.

Cara untuk mene et (A), dengan Metode Sarrus. Yaitu sebagai berikut:

11 9 4

Misalnya mm\@AM ay Ay Ay

ay 4y Ay
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=8,;.8,,.85; T 8,.8,5.85; 1 8,5.8,,.85, —83,.8,,.8; —
a;,.8,5.9; —33.8,,.),

Untuk matriks pada Masalah 4.9,

50 75 40 ‘\b
30 45 25/=30 45 O.
3250 30 0 283 N
+ + o+ &\
:(50.45.30)+(75.25.%@.30.506 45.40)—
*

(50.25.50) — (30.30
=-100. \9 ‘{ )
Analog dengan persamaan (Z@k nm an determinan matriks untuk

menyelesaikan persoalan di atas.

305 75 40 ‘0 @, p0 305 40

185 45 30 185 25
206 50 30[Y 300 ¢ 32 206 30| —100
Y50 75 40 __1@ V=50 75 a0]  —100

30 45 25 \Q 30 45 25

3250 30 32 50 30
‘

@505!

30045 185

32 50 206 —200
N 100

50 75 40
30 45 25

A ~n AN
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Oleh karena itu:

banyak pesawat Airbus 100 yang disediakan sebanyak 3 unit
banyak pesawat Airbus 200 yang disediakan sebanyak 1 unit
banyak pesawat Airbus 300 yang disediakan sebanyak 2 unit.

« Analog dengan cara Il untuk penyelesaian masalah Pembelian Tiket PRJ, coba
kamu selesaikan masalah pengadaan pesawat ini dengan cara yang sama. Mintalah
bimbingan dari gurumu.

c. Invers Matriks

Perhatikan Masalah-2.8 di atas, kamu dapat menyelesaikan masalah ut
dengan cara berikut. Perhatikan sistem persamaan linier yang dinya@n. alam

B S

5 3)1y) |115.000

Karena A adalah matriks tak smgul r, atri lehkl invers. Oleh
karena itu, langkah berikutnya adalah m t an m r
&7&
20 000
5 000 5 000

N 6
Dlperoleh ,gﬂ 20.000 dan y =5.000

Ditemukan jaw ang sama dengan cara |. Tetapi perlu pertimbangan
pemilihan cara nakan menyelesaikan persoalannya.

« Mengaj Y& untuk menemukan aturan untuk menentukan invers sebuah
matnks%o 2 x 2 dengan meninjau kembali langkah-langkah pemecahan
masalah di atas. Membuat kesepakatan terkait batasan persyaratan yang diperlukan
untuk menentukan invers sebuah matriks.

Misalkan A dan B adalah matriks yang memenuhi persamaan berikut.
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Persoalan kita: bagaimana menentukan matriks X pada Persamaan (4)?

Pada teori dasar matriks, bahwa tidak ada operasi pembagian pada matriks, tetapi
yang ada adalah invers matriks atau kebalikan matriks. Misalkan A matriks persegi,

berordo 2 x 2, 4=

b : . . .
“ d] . Maka invers matriks A, dinotasikan A®D:
C

L1

d —b
- (a.dT.c)[_c 4 ] dengan a.d. # b.c

—C

[ d ‘d”] disebut adjoint matriks A, dinotasikan adj(A). 6
*

Salah satu sifat invers matriks adalah A®). A=A A=] Akibatnya@samaan (4
dapat dimodifikasi menjadi:

ALAX=A!B. (semua ruas dikalikan A%t) %& 60
(ALA).X=A'B 6 0

ILX=A'B

X= AL B (KArena LX= X)ooooorrores St \# ...................................... ©)
Rumusan ini berlaku secara um gan sy, \e (A) # 0, namun ada beberapa
teknik yang harus diperhatikan: selanj akan dikaji pada subbab berikut.

» Matriks A disebut matriks t| ksingular, apabila det(A) # 0. .
* Matriks A disebut matrik gular, apabila det(A) = 0.
» Al disebut invers matri , ka dan hanya jika AA! = A*A =/, dengan | adalah

Masalah-2.10

Agen an Sumatera Holidays menawarkan paket perjalanan ke Danau
Toba, ya enginap di Inna Parapat Hotel, transportasi ke tiap tempat wisata,
dan makan di Singgalang Restaurant. Paket perjalanan yang ditawarkan yaitu
Paket | terdiri 4 malam menginap, 3 tempat wisata dan 5 kali makan dengan
biaya Rp2.030.000,00. Paket Il dengan 3 malam menginap, 4 tempat wisata
dan 7 kali makan dengan biaya Rp1.790.000,00. Paket Il dengan 5 malam
menginap, 5 tempat wisata dan 4 kali makan dengan biaya Rp2.500.000,00.
Berapakah biaya sewa hotel tiap malam, satu kali transportasi dan satu kali

makan?
Matematika




Alternatif Penyelesaian

Misalkan
X : biaya sewa hotel

y : biaya untuk transportasi

Z : biaya makan

Paket 1 Paket 2 Paket 3
Sewa hotel 4 3 5
Transportasi 3 4 5 Aﬁ
Makan 5 7 4 NN
Biaya Total 2.030.000 1.790.000 2.500 .
Dalam bentuk matriks adalah sepertl berikut : &\
*
3] [R50 6
3 4 5iy=|1 000
5 7 4 500 0
Determinan untuk matriks m 2. 10
4 3 5
A=|3 4 5|Makadet ‘
5 7 4
(4><4><4 3><5><5 +(5 7 5><4><5) (4><5><7)
—(3x3%x4)=-
2.030.000 3 5 ’\
1.790.000 4 .
2.500.000
e 17.520.000 _ 0 o0
i
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4 2.030.000 5
3 1.790.000 5
5 2500.000 4| 18.960.000
T 43 5 3
345
57 4

4 3 2.030.000

=592.500

3 4 1.790.000

5 7 2.500.000 ¢ i >
- :_3.740.000 —116.875 \

4 3 5 —32

3 45 . O
5 7 4 \\ Q

Oleh Kkarena itu, biaya sewa hotel tiﬁm ada 547.500,00; biaya
transportasi adalah Rp592.500,00; dan biay d 116.875,00

*

Cobalah kamu selesaikan masalah, t sebut cara menentukan invers
matriks. Mintalah bimbingan darE u E \
d. Metode Kofaktor

Terlebih dahulu kam ahami minor suatu matriks. Minor suatu
matriks A dilamban an determinan matriks bagian dari A yang
diperoleh dengan c enghllan elemen-elemen pada baris ke-i dan kolom

ke-j.
Jika A adalah sebuah S bulur sangkar berordo n x n, maka minor elemen
a;yang dinotasikan e@ didefinisikan sebagai determinan dari sub matriks A

berordo (n-1) x (n-1) barls ke-i dan kolom ke-j dihilangkan.
I PR
Misalkan’@QA= a, a, a,
Q a31 a32 a33
a‘11 a12 a‘13
minor elemen a, adalah |, &, ay
a‘31 a32 a33

a22 a'23 ]
a’32 a33

sehingga M,, [

Matematika




M., M, dan M,, merupakan submatriks hasil ekspansi baris ke-1 dari matriks
A. Matriks kofaktor matriks A dilambangkan

i i+) i+j |4 a
C,=(—1)" M, dan ¢, =(~1) " det(M,)) =(-1)"/| > 77
Gy Oy
4 5
¢, =D =-19
=l 4‘
35 3 4
(:12:(_1)1+2 5 4‘:13 s =( 1)1+3 5 7‘=1

C21 — (_ 1)2+1

> - XS
7 4‘_23 N\

<
4 5 4 3 K O
Cp = (= 1)2+2 5 4‘ =-9 23— (= 1)2+3 ‘ q
;s ’b~ 6
¢, = (D" 4 5‘ =-5 é

4 5
C, = (—1)*" ‘:—5

35 G _(
Dari masalah di atas diperolg@ ks kof. dengan menggunakan rumus :
+a22 Ay Ay a13
ay,  dsy
a, a
ci)=|— 21 G @
ay 4y Ay
+a21 dp|
ay  dy 3 ay dy
13
3
Qv

Matriks adj;in dari matriks A adalah transpose dari kofaktor-kofaktor matriks
tersebut, dilambangkan dengan adj(A) = (C,)", yaitu:

t

Cy €, Cp -19 23 =5
Adj(A)=|c,, ¢, cu|=[13 -9 =5
C; Cy Ca 1 =13 7

il
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Dari masalah 2.10 di atas, diperoleh inver matriks A. Dengan rumus :

A = adj( A
det 4 4(4)
' -19 23 -5
Sehingga: A—‘zLaay(A)zL 13 -9 -5|=
det 4 —-32
I -13 7

Berdiskusilah dengan temanmu satu kelompok, coba
dengan I adalah matriks identitas 3 x 3.

matriks X yang elemen-elemenn
dan biaya makan, kita kalikar@

= B, sehingga diperoleh‘ 0
\) G2
Q \I&?” 2.030.000

X:A@ =5 23 101.790.000
32 32 32
2.500.000

*
. 547.500
\'Q X =[592.500
\ 116.875

Hasil yang diperoleh dengan menerapkan cara determinan dan cara invers, diperoleh
hasil yang sama, yaitu; biaya sewa hotel tiap malam adalah Rp547.500,00; biaya
transportasi adalah Rp592.500,00; dan biaya makan adalah Rp116.875,00.

Berdasarkan langkah-langkah pemecahan masalah di atas, dapat disimpulkan

Matematika




Misalkan matriks A berordo n x n dengan n € N. Jika det(A) # 0, A" = L adj
(A)dan AA! = A1A = |, | adalah matriks identitas perkalian matriks det(A)

e. Sifat-Sifat Invers Matriks

-2

det(A) = 2(-2) - 1(-3) = -1 \b

Misalkan matriks A:[T _3]

: O
e W i IS 069’
acg'(,ar‘)=i1 j 3 3]=. \Q

Sy 1
(") = det(4™") - -2

Perhatikan uraian di atas dipero ahwa & A
Coba buktikan sifat ber'@ h ka% pelajari invers matriks
Sifat 2.7 <

Misalkan matriks A dan m x mdengan m € N. Jika det (A) = |A| dan
det (A)=|a"| maka|AQ\ |

* )
*

Misalkan nﬁan dan B berordo m x m dengan m € N. det(A) # 0, Jika A

adalah invers matriks A, maka (A?)* = A.

Perhatikan pertanyaan, apakah (AB)'= B'x A*

. . 2 -3 -2 3
Misalkan matriks A=[1 2] dan B=[ ]
- -1 0

det (A) = 2(-2) - 1(-3) = -1

o
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£ 1 dj(A):_Ll[_z 3]

~ detA)

2 -3

- =
det (B) = 0(-2) - 3(-1) = 3

Bl agm=1®
“aa® T T3 2

0 -1
=L _2
3 3
2 =3} (-2 3
AXB = X
W

-1 6
AXB=
o

Dengan demikian dipereloh

mEET

Misalkan matriks A dan B berordo n x ndengan n € N. det(A) # 0 dan det(B) # 0,
Jika Atdan B* adalah invers matriks A, dan B maka (AB)* = B* A

- Coba kamu diskusikan dengan temanmu satu kelompok, apakah (AB)* =
A1B? Jika tidak, beri alasannya!.

|
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Uji Kompetensi 2.2

1. Misalkan A sebarang matriks persegi. Jika pertukaran elemen-elemen sebarang
duabaris atau dua kolom dari matriks A, maka buktikan bahwa nilai determinannya
berubah tanda.

2. Misalkan A sebarang matriks persegi. Buktikan bahwa jika semua unsur dalam
suatu baris (atau kolom) matriks A dikalikan dengan sebuah bilangan k€ R,«maka
determinannya juga dikalikan dengan bilangan itu. 6

w

Jika B matr

iks persegi dengan det (B) x 0, tunjukkan bahwa B’ 6}

4. Selidiki bahwa det (K")=(det K )", untuk matriks; .

a) A= :

2
b) A= |1

5. Diketahui

-1 3

i dengann =2 é@“& 06

b) |-a e@‘
4g Q

6. Tentukanlah nilai zyang memenuhi persamaan berikut!

1 0 -3
z -3
=2 z -6/
3 1-z
1 3 z-5

=
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7. Selidiki bahwadet (C+ D)=det C+det D! untuk setiap matrik Cdan D merupakan
matriks persegi. i.

8. Diberikan matriks M adalah matriks berordo 2 x 2, dengan |M| # 0. Tentukan
hubungan |M| dengan det (M*). Coba kamu generalisasikan untuk matriks M
berordo n x n!

9. Tentukanlah nilai z yang memenuhi persamaan berikut ini!
1 0 -3

=2 z -6 6
1 3 z-5 ’\

10. Jika semua elemen baris ke-1 suatu matriks persegl adalah n entukanlah

z -1
3 1-z

kolom ke-1 adalah nol. Tentukanlah de m ebut Berikan juga

determinan matriks tersebut! q
11. Diketahui matriks R adalah matriks ber an “semua elemen
n
contohnyal!

12. Periksalah kebenaran setiap p w berléu@kanlah contoh penyangkal

untuk setiap pernyataan yan berlak
a) det(2A)=2.det(A)

b) A% |=IAP
c) det (I+A)=1

13. Misalkan matrik trlks P_dan adalah matriks berordo n x n, dengan PQ #
QP. Apakah det(PQ) = d% Jelaskan'

14. Masalah Nutrisi
Winarno  berm % engikuti  ujian saringan masuk perwira. Setelah

0

berkonsultasi seorang perwira dan memperoleh saran mengenai pola
makan ya Q dikonsumsi lebih baik dimasak sendiri. Pengalaman perwira
tersebu nkan untuk mencampurkan dua sumber zat gizi dalam jumlah
yanngda untuk menghasilkan tiga jenis biskuit. Jumlah (dalam satuan
gram) kalsium, protein, dan karbohidrat dalam setiap sumber gizi ditunjukkan
oleh matriks G, dan jumlah (dalam satuan gram) setiap sumber zat gizi yang
dikonsumsi dalam setiap biskuit ditunjukkan oleh matriks J.

Matematika




Sumber | Sumber Il

15.

16.

il
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Biskuita Biskuith Biskuitc

24 18 25 | sumber |
32 16

12 16| kalsium
(=32 24| protein J=
20 8 |karbohidrat

sumber II

a) Tentukanlah jumlah kalsium dalam biskuit B!
b) Hitunglah G.J dan jelaskan arti setiap elemen matriks tersebut!

Masalah alokasi sumber daya. §
Agen perjalanan menawarkan paket perjalanan ke Bali. Paket | terdiri 4\q

menginap, 3 tempat wisata dan 5 kali makan. Paket Il dengan 3 mala figinap,
4 tempat wisata dan 7 kali makan. Paket I11 denga alam me , 4 tempat
wisata dan tidak ada makan. Sewa hotel R 4@ 0 per ranprotasi
ke tiap tempat wisata Rp80.000,00, dan& yang ditunjuk
Rp90.000,00.

Nyatakan matriks harga sewa hotel portasi d n

Nyatakan matriks paket yang d \.
Dengan menggunakan perkall arlks te@a matriks biaya untuk tiap

paket.

Paket mana yang menaw |aya t@ ?

Masalah Persedlaaat $

Sebuah toko penjual cat eceran-memiliki persedian tiga jenis cat eksterior yaitu
regular, deluxe, dan comm at-cat tersebut tersedia dalam empat pilihan

selama satu mingg dalam matriks R, sedangkan inventaris toko pada

warna yaitu, biru, hltaw , dan coklat. Banyak penjualan cat (dalam gallon)
awal minggu dalam triks S berikut ini.

Hitam Kuning Cokelat
2 4 1| Regular
Q 3 1 8 6| Deluxe
6 3 5 7 |Commercial
Biru Hitam Kuning Cokelat
3 1 2 0| Regular
R=|1 0 2 4 | Deluxe
5 1 3 2 |Commercial




a) Tentukan inventaris toko pada akhir minggu

b) Jika toko tersebut menerima kiriman stok baru yang dicatat dalam matriks T.

Tentukan inventaris toko yang baru.
17. Dengan menggunakan matriks persegi, tunjukkan bahwa (B* )* = B dan
[B'4)=[B" ]!

18. Tentukanlah determinan dari matriks
n (1) (n+2)

M=|(n+1 (n+2)* (n+3)*|!
(n+2)" (n+3)" (n+4) '\
Lo . - . .
19. Diberikan suatu sistem persamaan linier dua vax{)el O
x+y=3 \ Q

2x—y 0@
20. Tentukanlah nilai x dan y yang memendﬁtem te dengan menggunakan
konsep matriks.

Y PenuTuP e; t)

Setelah telah selesalw as ma erks di atas, ada beberapa hal penting

sebagai kesimpulan an dalam mendalami dan membahas ma-
teri lebih lanjut, ant

matriks itu sendiri. dentitas penjumlahan adalah matriks nol.

1. Penjumlahan sebarang ?@! dengan matriks identitas penjumlahan hasilnya

2. Dalam operasL umlahan dua matriks berlaku sifat komutatif dan
assosiatif, mi A dan B adalah matriks, maka
a. A+ A= kA

b, A@
c. A+ =1+A, dengan | adalah matriks identitas penjumlahan matriks
d A+B+C)=(A+B)+C

3. Hasil kali sebuah matriks dengan suatu skalar atau suatu bilangan real k akan
menghasilkan sebuah matriks baru yang berordo sama dan memiliki elemen-ele-
men Kk kali elemen-elemen matriks semula.
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4. Dua matriks hanya dapat dikalikan apabila banyaknya kolom matriks yang dikali
sama dengan banyaknya baris matriks pengalinya.

5. Matriks A dan B dapat dikalikan apabila banyak kolom matriks A sama dengan
banyak baris matriks B. Hasil kali matriks A dan B menghasilkan matriks C yang
elemen-elemennya merupakan hasil kali elemen baris matriks A dan elemen ko-
lom matriks B, ditulisA . xB  =C .

6. Hasil perkalian matriks A dengan matriks identitas, hasilnya adalah matriks A.

7. Perkalian dua atau lebih matriks, tidak memenuhi sifat komutatif. Tetapi perka-
lian matriks memenuhi sifat asosiatif. N

8. Matriks yang memiliki invers adalah matriks persegi dengan nétermi-
nannya tidak nol (0).

il
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Bab

FUNGSI KOMPOSIS|
DAN FUNGSI INVERS -

*
A. KOMPETENSI DASAR DAN PENGALA{NI BEL(AJQ

Kompetensi Dasar Pengalaman Belajar

i pemb @ an materi fungsi komposisi dan
%' iswa memperoleh pengalaman
\skan karakteristik masalah autentik
penyelesaiannya terkait dengan fungsi
mposisi dan fungsi invers.

invers. Merancang model matematika dari

3. Mendeskripsikan dan is sifat s permasalahan autentik yang merupakan fungsi
fungsi sebagai hasi asivdua atau, lebi komposisi dan fungsi invers.

Mendeskripsikan konsep fungsi
menerapkan operasi aljabar (penjumlal

pengurangan, perkalian, dan pembag
fungsi.

2. Menganalisis konsep dan sifat ngsi

dan melakukan manipulasi bar dalam
menentukan invers fungs;d@ i

fungsi yang lain. * Menyelesaikan model matematika untuk
4. Mendeskripsikan konsep komp i fungsi memperoleh  solusi permasalahan yang

dengan menggunakan konteks -hari dan diberikan.

menerapkannya. % * Menginterpretasikan  hasil  penyelesaian
5. Mengolah data mas a dengan masalah yang diberikan.

menerapkan aturan ope a fungsi atau + Menuliskan konsep fungsi komposisi dan

lebih dan menafsirkan nilai variabel yang fungsi invers berdasarkan ciri-ciri yang

digunakan untuk ec: kan masalah. ditemukan dengan bahasanya sendiri.

6. Memilih strategi efektif dan menyajikan
model mate K m memecahkan masalah
Nyata ter! I invers dan invers fungsi.

6. Merancangdan mengajukan masalah
dunia nyata yang berkaitan dengan
Komposisi fungsi dan menerapkan berbagai
aturan dalam menyelesaikannya. .

* Fungsi

* Fungsi komposisi

* Fungsi invers

D
=
=]

=

D
[~
-
5
= —
)




- PETA KONSEP

Masalah _ F .
Otentik - ungsi
» Penjumlahan
Y > Penguranga«kb
Operasi Pada | N
Fungsi
J — Per
agian

_| Domain Fungsi
Invers
Range Fungsi »| Range Fungsi
Q Komposisi Invers
Sifat Komposisi _| Sifat Fungsi
Fungsi - Invers
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MATERI PEMBELAJARAN

Pada Bab 5 kelas X, kita telah mempelajari konsep relasi dan fungsi. Konsep
tersebut merupakan materi prasyarat dalam mempelajari materi pada bab ini. Kita
mempelajari dan menemukan konsep fungsi komposisi dan fungsi invers dengan
melakukan pengamatan dan pemahaman pada beberapa masalah dan contoh. Pertama
sekali, mari kita memahami operasi aljabar pada fungsi.

1. Operasi Aljabar Pada Fungsi

Pada subbab ini, kita akan mempelajari operasi aljabar (penjumlahan, pengurangan,
perkalian dan pembagian pada fungsi). Perhatikan masalah berikut. ‘\

B osoiona S — O
WS

Seorang photografer dapat menghasilkan &\ elalui dua
tahap, yaitu; tahap pemotretan dan taha % i

tahap pemotretan (B,) adalah Rp500,- p mbar
500g + 2500 dan biaya pada tah ting (B.,)
mengikuti fungsi: B,(g) = 100g +§&engaﬂ

dihasilkan.

Rp100,- per gambar,
h banyak gambar yang

a) Berapakah total biaya iperlu k menghasilkan 10 gambar
dengan kualitas yang ?
b) Tentukanlah selisih biaya ap pemotretan dengan biaya pada
tahap editing {@S\ mba{. l
- -

*
Alternatif Penyelesaian %Q
: B,(g) =500g + 2.500

pemotreta iting, sehingga fungsi biaya yang dihasilkan adalah:

B9 ’%a = (5009 + 2.500) + (100g + 500)
= 600g + 3.000
Total biaya untuk menghasilkan 10 gambar (g = 10) adalah:
B(9) + BJ9) = 600g + 3.000
B,(10) + B(10) = (600 x 10) + 3.000
=9.000
Jadi total biaya yang diperlukan untuk menghasilkan 10 gambar dengan kualitas
yang bagus adalah Rp9.000,-

|
Matematika

Fungsi biaya pem
Fungsi biaya edit {9) = 100g + 500
a) Untuk meng?;ﬂk‘ gambar yang bagus, harus dilalui 2 tahap proses yaitu




b) Selisih biaya tahap pemotretan dengan tahap editing adalah:

B(9) - BS9) = (5009 + 2.500) — (100g + 500)
= 400g + 2.000
Selisih biaya pemotretan dengan biaya editing untuk 5 gambar (g = 5) adalah:
B,(9) - BJ9) =400g + 2.000
B/(5) - B,5) = (400 x 5) + 2.000
=4.000

Jadi selisih biaya yang diperlukan untuk menghasilkan 5 gambar dengan kualitas
yang bagus adalah Rp4000,-

Perhatikan jumlah biaya pada bagian (a) dan selisih biaya pada bagian (b). ‘\6

B,(9) = 500g + 2500 sehingga B, (5) = 5.000 dan B,(10) = 7.500. O .
B._(g) = 100g + 500 sehingga B, (5) = 1.000 dan B,(10) 500

B, (9) = B,(9) +B,(g) = 600g + 3000 sehingga B, .000 068‘% +B,(10)
=7.500 + 1.500 = 9.000

Demikian juga, 0

B, (9) =B,(9)-B,(9) = 400g + 2000 én a B 00 dan B,(5) - B,(5)

= 5.000 —-1.000 = 4.000. E E\

Jika f suatu fungsi aera% -dan g suatu fungsi dengan daerah

asal D,, maka pada si aljabar jumlahan, pengurangan, perkalian, dan
pembagian dinyatakan sebagai
a) Jumlah f dan (g ditulis didefinisikan sebagai

b) Selisih f dan g ditulis *f — g didefinisikan sebagai

*
(f—g)(x) 3@*5'(36) dengan daerah asal D, , =D, ND,.
c) Perkalia ditulis f x g didefinisikan sebagai

(/> g)(¥)= 1 (x)xg(x)dengan daerah asal D, , =D, ND,.

(f +g)(x)= f(% ) dengan daerah asal D, =D, ND,.

d) Pembagian f dang ditulisﬁdideﬁnisikan sebagai [

dengan daerah asal D, =D, ND, —{x|g(x) =0}.

g
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@ |Contoh(3™1

Diketahui fungsi f (x) =x +3dan g (x) = x2-9. Tentukanlah fungsi-fungsi berikut
dan tentukan pula daerah asalnya!

a) (f +9) (x) ¢) (f x9) (x)

) (f +9) ) 9 |20 S
\

Alternatif Penyelesaian

Daerah asal fungsi f(x) = x + 3 adalah D, —éx%} dan d@h«ag fungsi g(x) =

x2 -9 adalah D, {x|xeR}

a) (f+g)x)=/(x)+g
(x+3) (x —9 Q Q

=x"+x—6 6\
Daerah asal fungsi (f + g)@
—D ﬂD

—{x|x€R} XER
—{x|x€R} b
f(x\x’

x+12
Daerah ’$gs (; —g)(x) adalah:

. =D,ND,
—{x|x€R}ﬂ{x|x€R}
={x|x€R}

Matematika




c) (fxg)(x) =f(x) x g(x)
=(x+3) x(x2-9)
=x3+ 3x2 - 9x — 27
Daerah asal fungsi (f x g)(x) adalah
D, ,=D,ND,
= {x|x€R}ﬂ{x|x6 R}
= {x|x e R}

) :
(=L \S:>

RS . ‘
ki NS
TG xG3) &5’ 6
=x13,x¢—3,x¢3 Q QO

Di :Dfﬂngan g(x)=0 60 6&

g

_{x|x€R}ﬂ{x|x€@9¢(®
:{x|x€R}dan : 3)=0 @
-

:{x|x€R}dan 3,x=3

:{x|x€R, x¢—3,x¢%®

Latihan Q
Diketahui fungsi f(x) =4/x%—4 dan g(x) = /x— 2 . Tentukanlah fungsi-fungsi berikut

d)g

dan tentukan pul asalnya!
a) (f+ %‘@ (f>g)(x)
b) (/) w[ﬁ}ﬂ
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2. Menemukan Konsep Fungsi Komposisi

Setelah kita memahami operasi aljabar pada fungsi, maka pada subbab ini, kita
akan membicarakan fungsi komposisi dari suatu fungsi. Untuk mendapatkan
konsep fungsi komposisi, kamu pahami dan pelajarilah beberapa masalah kasus dan
contoh-contoh berikut.

 EEEEE

Suatu bank di Amerika menawarkan harga tukar Dollar Amerika (USD) ke
Ringgit Malaysia (MYR), yaitu; 1 USD = 3,28 MYR, dengan biaya pen an
sebesar 2 USD untuk setiap transaksi penukaran. Kemudian sal u
bank di Malaysia menawarkan harga tukar ringgit Malaysia (MYR) ke Rupiah
Indonesia (IDR), yaitu; 1 MYR = Rp3.169,54, dengan blayﬁkaran

sebesar 3 MYR untuk setiap transaksi penuk

Seorang turis asal Amerika ingin bertam& kemudian
melanjutkannya ke Indonesia dengan m ang s p2. 00 USD.
Berapa IDR akan diterima turis tersebut ji tama di ukarkan semua
uangnya ke mata uang Ringgit Malaysia di rikad udian menukarnya

ke Rupiah Indonesia di Malaysia‘? \

A
Alternatif Penyelesaian \)

Masalah ini dapat diseles ua taIm@o aran.
Langkah 1: .

Uang sebesar 2. n- D akan,d ke Ringgit Malaysia di Amerika dengan
biaya penukaran ebesar 2 USD, 'maka jumlah uang yang diterima turis tersebut
adalah: N

(2.000 - 2) x 3,28 \59998 x 3,28 MYR = 6.553,44 MYR
Langkah 2:

Uang sebesar MYR akan ditukar ke mata uang Rupiah Indonesia, dan
perlu di in wa biaya penukaran sebesar 3 MYR. Uang yang diterima turis
tersebut

(655 4 3)><316954 6.550,44 x 3.169,54 = 20.761.881,60 IDR

Turis tersebut menerima uang rupiah Indonesia sebesar 20.761.881,60 IDR.
Perhitungan kedua transaksi di atas dapat kita buat model matematikanya ke
dalam dua fungsi sebagai berikut.

Matematika




Misalkan :

t = jumlah uang dalam USD

X = jumlah uang dalam MYR

y = jumlah uang dalam IDR

Transaksi penukaran pertama dapat Kita tuliskan dengan

X =328 (t-2)

X =3,28t-6,56

karena x merupakan sebuah fungsi t, maka dapat ditulis:

X (1) 23,281 =6,56 ..nevniiniiniiniiniin it e .G)

>
Untuk transaksi penukaran kedua dapat ditulis seba i berikut. O
y =3.169,54 (x - 3) Q

y = 3.169,54 x — 9.508,62 &b’ 6
karena y fungsi dari x, maka dapat di
y () = 3.169,54 x — 9.508,62..... t : ........ PPN 7))

Dengan mensubstitusi per 1 ke e®1n 2 kita peroleh:
y (x) =y(x(t)), misa X(t)
ft) =yx(®)
=3.169,54 (3,281 - 6,56),2 9.508,62
=10.396,09 t — 20 ég ~ 9.508,62
f(t) =10.396,00t ‘\@),80

*

Fungsi f(t) =y(x(t)) i rupakan fungsi komposisi x dany dalamt yang dilambangkan
dengan (y ° x)(t efinisikan dengan (y ° x)(t) = y(x(t)).

Maka fungs&osisi x dan y pada masalah di atas adalah
(y°x) (t) =10.396,09t —30.300,80 ....ceuvvnvrniriiiiriirieieee e ee e (3)
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Dengan menggunakan fungsi komposisi (y ° x)(t) seperti pada persamaan 3, maka
dapat kita hitung jumlah uang turis tersebut dalam mata uang rupiah Indonesia untuk
t = 2000 USD seperti berikut.

(v > x)(t) = 10.396,09 t — 30.300,80
= 10.396,09 x (2.000) — 30.300,80
= 20.792.180 — 30.300,80

=20.761.881,60
Jumlah uang turis tersebut dalam rupiah adalah Rp20.761.881,60 Perhatikan bahwa
hasilnya sama dengan langkah pertama yang kita lakukan. ‘%
t.

Agar kamu lebih memahami fungsi komposisi, perhatikanlah masala@ i

 [EEEE 6

Suatu pabrik kertas berbahan dasar ka em r si*kertas melalui dua
tahap. Tahap pertama dengan men an mesi g menghasilkan bahan
kertas setengah jadi, dan ta de ggunakan mesin Il yang
menghasilkan kertas. Dalam p nya m enghasilkan bahan setengah

jadi dengan mengikuti fungs dan mesin Il mengikuti fungsi
g(x) = 0,02x? — 2,5x,, den X mer banyak bahan dasar kayu dalam
satuan ton. Jika b ar kayu tersedla untuk suatu produksi sebesar
200 ton, berapaka as yang kan? (kertas dalam satuan ton).
Alternatif Penyelesa
Tahap-tahap prod |k kertas tersebut dapat kita gambarkan sebagai berikut.
& Produksi Produksi Produksi
() Tahap | Tahap Il Tahap Il

f(x)=3x-1 g(x)=2x*+5
(g°/)X)
Gambar 3.1. Tahapan Produksi Pabrik Kertas
Matematika




Dari Gambar 3.1. di atas, terlihat jelas bahwa tahap produksi kertas terdiri atas dua
tahap. Hasil produksi setiap tahap kita hitung sebagai berikut

Hasil produksi tahap |
Rumus fungsi pada produksi tahap | adalah: f(x) = 0,9x - 1
Untuk x =200, diperoleh:
f(x) =09x-1
=0,9(200) -1
=179
Maka hasil produksi tahap | adalah 179 ton bahan kertas setengah jadi.  « 6
Hasil produksi tahap 11 §

Rumus fungsi pada produksi tahap Il adalah: g(x) = 0,02x? — 2,5x O
Karena hasil produksi pada tahap | akan dilanjutkan@a pro ksi% I, maka
pll,se iperoleh:

hasil produksi tahap I menjadi bahan dasar prodek‘@h

90 =0,02x" - 2,5x »
EE O

=193,32
Dengan demikian hasil produk @p Il ad

Hasil produksi yang diha§@pabrik tersebut jika bahan dasar kayunya
i kertas.

sebanyak 200 ton adala@, 2tonb
Masalah 3.3 di atas dapatwkita sel@'ka dengan menggunakan cara yang berbeda
sebagai berikut.

Diketahui fungsi-fungsi p@erikut.

,32 ton bahan jadi kertas.

f(x) T 0,0K = L i e s @
*

O(X) T 0,02X2 = 2,5K,..catuiiiii s 2)

dengan mensub pers. 1 ke persamaan 2, kita peroleh fungsi

g(f(x)) =0, —1)2-2,5(0,9x — 1)

=0,02(0,81x? - 1,8x+1) — 2,5(0,9x — 1)
=0,0162 x> - 0,036x + 0,02 — 2,25x + 2,5
=0,0162 x* — 2,286x + 2,52
Kita peroleh fungsi g(f(x)) = 0,0162 X2 — 2,286X + 2,52........ccccvvririiiiniieienns 3
Jika disubstitusikan nilai x = 200 ke persamaan 3, kita peroleh:
g (f (x)) =0,0162 x> — 2,286x + 2,52
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= 0,0162 (200)? — 2,286(200) + 2,52
= 648 — 457,2 + 2,52
= 193,32

Terlihat bahwa hasil produksi sebesar 193,32 ton. Nilai ini sama hasilnya dengan
hasil produksi dengan menggunakan perhitungan cara pertama di atas.

Nilai g(f(x)) merupakan nilai suatu fungsi yang disebut fungsi komposisi f dan g
dalam x yang dilambangkan dengan g - /. Karena itu nilai g ° / di x ditentukan dengan

(g ° NH(X) = g(f(x)).
Perhatikan Gambar 3.2 berikut.

2. gsi Komposisi

3

Q\ Gam

Berdasarkan Gambar 3.2 di dapat dikemukakan beberapa hal berikut.

1) D, = daerah asal fungsi f{.R:= daerah hasil fungsi f; D, = daerah asal fungsi g; R,
= daerah hasil fun e daerah asal fungsi komposisi g ° f; = daerah hasil
fungsi komposisi °

2) Fungsi f mem himpunan A ke himpunan B, ditulis f: A—B.
Setiap un§@>f dipetakan ke y € R dengan fungsiy = f(x). Perhatikan Gambar
3.2(a

3) Fung&metakan himpunan B ke himpunan C, ditulis g : B — C.
Setiap unsur y € D, dipetakan ke z € R, dengan fungsi z = g(y). Perhatikan
Gambar 3.2(b).

4) Fungsi h memetakan himpunan A ke himpunan C melalui himpunan B, ditulis: h:

A—C. Setiap unsur x € D, dipetakan ke z € h dengan fungsi z = h(x). Perhatikan
Gambar 3.2(c).
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Berdasarkan beberapa hal di atas kita peroleh definisi berikut.

Jika f dan g fungsi dan R, N D, = & , maka terdapat suatu fungsi h dari himpunan
bagian D, ke himpunan bagian R yang disebut fungsi komposisi f dan g (ditulis:
g ° f) yang ditentukan dengan

h(x) = (g > F)(x) = g(f(x))

daerah asal fungsi komposisi f dan g adalah, D., = {x € Df|f(x) € Dg} . 6

dengan
D,= daerah asal (domain) fungsi f; D, = daerah asal Qdomain) fungsi O ¢
R,= daerah hasil (range) fungsi f; R, = daerah hasil e) fungsi

Pertanyaan kritis!

Untuk fungsi komposisi f dan g atau g *9 Q
1) Apa akibatnya jika R, ND, E @ ?&

2) Bagaimana hubungan D D,., €D, ? Mengapa?

R,.; < R, ? Mengapa?

n
g;

3) Bagaimana hubungan :@n R,?

Untuk lebih me J i“konse

berikut. %

<’

4
Diketahui fungsi f: F\\(\engan f(x) = 2x + 1 dan fungsi g: R—R dengan

komposisi, perhatikanlah contoh

*

g(x) = x>-1. .
1) Apakah@omposisi (g°/)(x) dan (f° g)(x) terdefinisi?
2) Ten% gsi komposisi (g ° /)(x) dan (> g)(x)!

Alternatif Penyelesaian

fx)=2x+1; g(x) =x%-1
D,={x|xeR}=R;R={y|yeR}=R
Dg={X|X€R}:R;Rg={y|y€R}:R
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(1) Untuk menentukan apakah fungsi komposisi (g ° f)(x) dan (f ° g)(X) terdefinisi,

diketahui berdasarkan:

> JikaR e D, #@ maka (g f)(x) terdefinisi.
{vlyeR} n {x|xeR}=RNR=R#0, karenaR, n D, #@ maka (g - f)(x)
terdefinisi.

» JikaR € D, # 0 maka (f > g)(x) terdefinisi.
{ylyeR}n{x|xeR}=RnR=R#0, karenaR N D, # @ maka (f > g)(x)
terdefinisi.

(2) Untuk menentukan apakah fungsi komposisi (g ° f)(x) dan (f ° g)( bagai

berikut: . ) \

> (g°N() =9(f(x) = g(2x + 1) O .
=(2x+1)2-1
= (4 +dx + 1) - 1 \\ Q
= 4x2 + 4X @ 6
> (e g)(x) =1(a(x) 6
=f(x>-1) Q
=2(x*-1) +1
=2x2— 2 +1
=2x? -
sehingga dlperoleh (g = 4x? @ o g)(X) = 2x2 —1.
Perhatikan kem oh tas! Contoh tersebut diberikan untuk
menentukan fun95| 0sisi jlka si-fungsi yang lain telah diketahui. Berikut

ini diberikan contoh bagaiman nentukan fungsi jika diketahui fungsi komposisi
dan suatu fungsi yang lain. 6

@|Contoh[3'3; >

Diketahui k omposisi (g © f) (x) = 18x? + 24x + 2 dan fungsi g(x) = 2x2 — 6.

Tentukanlah)&( ntuk
3) fb@f %)

b) fungsi komposisi (f ° g)(x)!
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Alternatif Penyelesaian
Jika diketahui (g © f) (x) = 18x? + 24x + 2 dan g(x) = 2x* -6
a) Menentukan fungsi f(x)

(g°f) () =9(f(x))  =18x*+24x+2

< 2f(x)2-6 =18x2+ 24x + 2
< 2 f(x)? =18x*+24x+2+6
2
& f(x)? _ 18x" +24x+8
2 . i >
< f(x)? =Ox2+ 12x+ 4 \

< f(x) = +49x7 +12x+4 '\ Q ‘
& ) = +(3¢ + 2) (és 6
Jadi ada dua fungsi f yang mungkin, yaitu; f Qx +%® =-3x-2.
b) Menentukan fungsi komposisi ( &
@-H)=9g(f(x) =18+ 2@

(fea)0) = i(

O’

) 2, f(x) = -3x - 2

— _@2
s
\X’?m

Jadi, fungsi kg@'@ (fog)(x) =-6x%+ 16
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3. Sifat-sifat Operasi Fungsi Komposisi

Lakukanlah pengamatan pada beberapa contoh soal berikut untuk menentukan
sifat-sifat operasi fungsi komposisi. Dari pengamatan yang kamu lakukan, tariklah
sebuah kesimpulan terkait sifat operasi fungsi komposisi.

& |Contoh(3:4

Diketahui fungsi f: R—R dengan f(x) = 4x + 3 dan fungsi g: R—R dengan
g(x) = x-1.
a) Tentukanlah rumus fungsi komposisi (g ° 1)(x) dan (f > g)(x) . 6

b) Selidiki apakah (g ° f)(x) = (f > g)(x)!

L3

Penyelesaian
a) Menentukan rumus fungsi komposisi (g n (f

* (€N =9(f(9)
=g(4x +3)
= (4x+3)-1

=4x+2

(o) =) 6 b\
= f(x - 1) {S}
=4(x-1)
= 4x @0 N\ | @
=4x —

Dengan demikian (g ° /) @ +2 dan (fo g)(x) =4x - 1.
b) Selidiki apakah (g ,&r > 2)(X)!

Berdasarkan hasi ngan butir (a) di atas diperoleh
(g°NX) =4x+2&
(fo8)(x) = :
Andaika X) = (f > 2)(x)

+2 =4x -1

=-1

Ternyata hasil yang diperoleh adalah kontradiksi dari pernyataan.
Jadi, g°f #f°g
Berdasarkan Contoh 3.4 di atas, disimpulkan bahwa pada umumnya sifat
komutatif pada operasi fungsi komposisi tidak berlaku, yaitu; g f #f° g.
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@ |Contoh(3’5

Diketahui fungsi f: R—R dengan f(x) = 2x — 1 dan fungsi g: R—R dengan g(x) =
4x+5, dan fungsi h: R—R dengan h(x) = 2x — 3.
a) Tentukanlah fungsi komposisi (geo(f° 4))(x) dan ((g /) ° &)(X).
b) Tentukanlah fungsi komposisi (f°(g ° 4))(X) dan ((f> g)  &)(X).
c) Selidiki apakah: i) (g (f° 1))(X) = ((g ° f) ° h)(x), dan
i) (fo (g h))(X) = ((F° g) > h)(X)

*
Alternatif Penyelesaian 5

a) Rumus fungsi komposisi (go(f° 4))(x) dan ((g ° /) ° h)(x)

i) Misalkan k(x) = (f - h)(x) Q
k(x) = £ (h(x)) 6
= 2h(x) - 1 &b'

=2(2x-3)-1

=4x-6-1 Q
=4x-7 6\
@ (=)0 =(g°KK 6

= g(k(X);
=4(k
7)+ 5
28 +
=16x-2 @
Jadi fungsi komposisi (g 2 )(X) = 16x — 23
ii) Misalkan 1(x) =\§‘( %)

1(0)=g(f(x) = 4(f(x)) + 5
\ (2x-1)+5
\ 8Xx—4+5
=8x+1
(goNem)x) = h)Xx)
=1(h(x))
=8(h(x)) + 1
=8(2x-3) +1
=16x-24+1
=16x-23

Semester 1
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Jadi rumus fungsi komposisi ((g ° /) h)(x) = 16x — 23.
b) Rumus fungsi komposisi /(g ° 4) dan (f> g) h
i) Misalkan m(x) = (g° h)(X)
m(x) =g(h(x)) =4(h(x)) +5
=4(2x-3)+5
=8x-12+5
=8x-7
(folgehm)  =(fom)x)
=f(m(x))
=2(m(x)) -1
=2(8x-7)-1 \b

=16x-14-1

0

=16x-15
Jadi rumus fungsi komposisi (f° (g ° #))(x) = KlS E Q

i) Misalkan n(x) = (f° g)(x) é
n(x) = f(9(x))

=2(4x +5) -

=8x +10-

=8x+9

_(n

((f g)°m)(x)

= 16
Jadi rumus fungsi k@((f g) ° h))(x) =16x-15
iii) Dari butir (a) ir (b), diperoleh nilai
i)(ge(f =16x—-23dan ((g°f) ° h)(x) = 16x—-23
%x) =16x—15dan ((f° g) ° A)(x) =16x—15

i) (f°
Berdas -nilai ini disimpulkan bahwa
i) (2o (Fo () = ((g°) > h)(x) =16x-23

i) (fe (gem)(X) =((Fg) > h(X) =16x-15
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Diketahui f, g, dan h suatu fungsi. Jika R, M D, # 2, R, MD, # @; maka pada
operasi komposisi fungsi berlaku sifat asosiatif, yaitu;

fe(@oh)=(feg)°h

& |Contoh(3'6)

Diketahui fungsi f: R—R dengan f(x) = 5x — 7 dan fungsi I: R—R dengan I(@
a) Rumus fungsi komposisi f° I dan I ° f.
b) Selidikilah apakah fe7=17°f=f.

Alternatif Penyelesaian t@‘

a) Rumus fungsi komposisi fe /dan /> f

v (foD)  =f(x)
=bx-7 6

v [N =1(f(x) ’(Q
= 1(f(x))
-\ \‘»

a) Berdasarkan hasil- ada butlr&matas disimpulkan bahwa: fo I =17¢f=f
Berdasarkan penyelesaian Con@?’G kita peroleh sifat berikut.

Diketahui f suatu fun%\a: | merupakan fungsi identitas. Jika R, D, # @ maka

terdapat sebuah& i identitas yaitu: | (x) = x, sehingga berlaku sifat identitas,
yaitu; feol= Io&

bih memahami sifat 3.2, selesaikanlah latihan berikut.

Agar kam
Latihan

Diketahui fungsi f: R—R dengan f(x) = 5x — 7 dan fungsi identitas I: R—R dengan
I(x) = x. Buktikanlah bawah (fe ) = (1o f) = f.
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Uji Kompetensi 3.1

1. Suatu pabrik kertas berbahan dasar kayu memproduksi kertas melalui dua tahap.
Tahap pertama dengan menggunakan mesin | yang menghasilkan bahan kertas
setengah jadi, dan tahap kedua dengan menggunakan mesin Il yang menghasilkan
bahan kertas. Dalam produksinya mesin | menghasilkan bahan setengah jadi
dengan mengikuti fungsi f (x) = 0,7x + 10 dan pada mesin Il terdapat bahan
campuran lain sehingga mengikuti fungsi g (x) = 0,02x? + 12x, x upakan
banyak bahan dasar kayu dalam satuan ton. ‘

a) Jika bahan dasar kayu yang tersedia untuk suatu produk5| r 50 ton

110 ton, berapa ton kah kayu yan terp rapa banyak kertas
yang dihasilkan?

2. Diketahui fungsi f(x) = n g( -9 . Tentukan
rumus fungsi berikut bila @m de@l daerah asal dan daerah hasilnya.
a) (f+9)() ‘
b) (f-9)(x)

c) (fxg )(X) @

berapakah kertas yang dihasilkan? (kertas & m satuan t%
b) Jika bahan setengah jadi untuk kerm ihasilk esin | sebesar

) (1o
3. Misalkan fou\ng memenuhi untuk f( 1) lf(—x) =2x
X X

setla@' kanlah nilai f(2).

4. Diketahuti fungsi f: R—R dengan f(x) = x> — 4x + 2 dan fungsi g: R—R dengan
g(x) =3x-7.
a) (9°f)() c) (@=f)O)
b) (fe9)(x) d) (f-9)(10)
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5. Jika f(xy) = f(x +y) dan f(7) = 7. Tentukanlah nilai f(49)!

6. Diketahui fungsi f dan g dinyatakan dalam pasangan terurut
f= {(115)1 (216)! (31'1), (418)}
g= {(2!'1)’ (1!2)’ (513)l (6!7)}

Tentukanlah

a) (9°f)(x)

b) (f-9)() \b'

7. Jika f fungsi yang memenuhi persamaan f(1) = 4 dgn f(x+1) =2 f(xf. ukanlah

f(2014)!

8. lJika f(x)z— dan x2 # 1, buktikanlah b@ x) N

9. Untuk pasangan fungsi yang dlberlk n tentukanlah sal dan daerah hasil
fungsi komposisi (g ° f)(x).
a) f(x) =2xdang(x) =sinx 6 6\
b) f(x)=-xdang(x)= I% @
¢) f(x)= ; dan g(@s \l_z

10. Jika f(x) = 22+ 21 — 3 dan @2*+ 3. Tentukanlah nilai M!

g(x)
11. Diketahui fungsi f(x) : - dan g(x) = 12*1 untuk x bilangan

asli. Tentukanlah nila

S (x)
12. Diketahui (3{& 4x% + 4x dan g(x) = x2 — 1. Tentukanlah nilai f(x — 2).

Kelas XI SMA/MA/SMK/MAK
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4. Fungsi Invers

Berikutnya, kita akan mempelajari balikan dari fungsi yang disebut dengan fungsi
invers. Dengan demikian, mari kita memahami masalah berikut.

Masalah-3.4

Seorang pedagang kain memperoleh keuntungan dari hasil penjualan setiap
x potong kain sebesar f(x) rupiah. Nilai keuntungan yang diperoleh mengikuti
fungsi f(x) = 500x + 1.000, (dalam ribuan rupiah) x adalah banyak potong kain
yang terjual.
a) Jika dalam suatu hari pedagang tersebut mampu menjual

potong kain, berapa keuntungan yang diperoleh?

b) Jika keuntungan yang diharapkan sebesar RplOO 000,00 a potong
eru

kain yang harus terjual?

c) Jika A merupakan daerah asal (domain i f dan an daerah
hasil (range) fungsi f, gambarkanlah alahan é a) dan butir (b) di
atas.

potong kain yang terjual
a) Penjualan 50 potong rartl
adalah:
f(x)= 500x + 1.0
untuk x = 50 berarti f(50) (ﬂ) x 50) + 1.000
.500 + 1.000

Alternatif Penyelesaian Q
Keuntungan yang dlperoleh ‘ u &@) = 500x + 1000, untuk setiap x

dan nilai keuntungan yang diperoleh

=3.600
Jadi keuntungan\%g diperoleh dalam penjualan 50 potong kain sebesar

Rp3.600.000
b) Agar keu %yang diperoleh sebesar Rp100.000,-, maka banyak potong kain

yang adalah:

f(x) =500x + 1.000

100.000 = 500x + 1.000

500x  =100.000 - 1.000

500x  =99.000

_99.000

500
=198
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Jadi banyak potong kain yang harus terjual adalah 198 potong.

c) Jika A merupakan daerah asal fungsi f dan B merupakan daerah hasil fungsi f,
permasalahan butir (a) dan butir (b) di atas digambarkan seperti berikut.

(i) \00 @QQ (iv)

9 Gamba&wers Fungsi
Berdasarkan Gambar 3.3 di atas, dikemukakan beberapa hal sebagai berikut.

(@) Gambar 3.3 (i) menunjukk
(b) Gambar 3.3 (ii) menunj

a fungsi f memetakan A ke B, ditulis: f: A—B.

f -t merupakan inveh\n :
(c) Gambar 3.3 (ii§eq jukkan bahwa untuk nilai x = 50 maka akan dicari nilai

f(x).
(d) Gamba i enunjukkan kebalikan dari Gambar 3.3 (iii) yaitu mencari
nilai x ji etahui nilai f(x) = 100.000.
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Untuk lebih memahami konsep invers suatu
fungsi, perhatikan kembali Gambar 3.4 berikut.

Berdasarkan Gambar 3.4 di samping, diketahui
beberapa hal sebagai berikut. Pertama, fungsi f
memetakan x € A key € B. Ingat kembali pelajaran
Kelas X tentang menyatakan fungsi ke dalam bentuk
pasangan berurutan. Jika fungsi f dinyatakan ke
dalam bentuk pasangan berurutan, maka dapat ditulis 1
sebagai berikut. A f B
f={(x,y) | x € Adany e B}. Pasangan berurut (x ,

y) merupakan unsur dari fungsi f.

Kedua, invers fungsi f atau f * memetakany € B ke x € A. Jika i v\ ungsi f

dinyatakan ke dalam pasangan berurutan, maka da pat ditulis f 1 = |V € Bdan
X e A}. Pasangan berurut (y, X) merupakan unsur invers fun

Berdasarkan uraian-uraian di atas, dibe isi 1nv@uatu fungsi sebagai
berikut.

Definisi 3.3
Jika fungsi f memetakan A ke B
{x,y) | x € Adany € B},
yang memetakan B ke A‘dala

{ly,x) |y € Bdan x é AY

Untuk lebih memahami ko invers suatu fungsi, selesaikanlah Masalah 3.5
berikut.

Masalah-3.5

Diketahui fun «— B merupakan fungsi bijektif, fungsi g: C — D merupakan
fungsi inje ungsi h: E — F merupakan fungsi surjektif yang digambarkan

seperti,G .5 di bawah ini.

=) &) G

i i
Gambar 3.5. Fungsif, g, dan h

|
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a) Jika invers fungsi f memetakan B ke A, invers fungsi g memetakan D ke C, dan
invers fungsi h memetakan F ke E, gambarlah ketiga invers fungsi tersebut!
b) Dari ketiga invers fungsi tersebut, tentukanlah mana yang merupakan fungsi.

Alternatif Penyelesaian
a) Gambar ketiga invers fungsi tersebut ditunjukkan sebagai berikut.

/’\/’\/’\

CEQC%D

'ii.

A\ 4
J
4

b) Berdasarkan Gambar 3.6, d|3|mpulkan seb |kut

- Gambar 3.6 (i) merupakan fung51 Mengapa?

- Gambar 3.6 (i) bukan fungsi. Men

- Gambar 3.6 (iii) bukan fungsi.

Berdasarkan alternatif penye pad 3 5 di atas, dapat disimpulkan
bahwa invers suatu fungS| ntu mer fung5| tetapi dapat hanya berupa
relasi biasa. Invers fungsi buka ungsi melainkan hanya relasi biasa.
Invers suatu fungsi y r pakan i dlsebut fungsi invers. Invers fungsi f

merupakan suatu fungsi i
Berdasarkan uraian di atas, @an sifat berikut.
EEEmD -\
Suatu fungsi f : ikatakan memiliki fungsi invers f 1. B — A jika dan hanya
jika fungsi f m fungsi bijektif.

Perhatikan kembali Sifat 3.3 di atas, pada fungsi bijektif f: A—B, A merupakan
daerah asal fungsi f dan B merupakan daerah hasil fungsi f . Secara umum, definisi
fungsi invers diberikan sebagai berikut.
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Definisi 3.4

Jika fungsi f: D—R, adalah fungsi bijektif, maka invers fungsi fadalah fungsi yang
didefinisikan sebagai f *: R,—D, dengan kata lain f ** adalah fungsi dari R ke D,.

Perhatikan kembali Definisi 3.4 di atas. Fungsi f: D,—R, adalah fungsi bijektif, jika
y€R, merupakan peta dari x € D, maka hubungan antara y dengan f(x) didefinisikan
dengan y = f(x). Jika f -* adalah fungsi invers dari fungsi f, maka untuk setiap
x € R, jadalah peta dari y € D,5. Hubungan antara x dengan f **(y) didefinisikan
dengan rumus x = f (y). . 6

5. Menentukan Rumus Fungsi Invers O\

Masalah-3.6 es—%i

Salah satu sumber penghasilan yang di&
penjualan tiket penonton jika tim

ola adalah hasil

n . Besar dana yang
diperoleh bergantung padabanyak %o nyaksikan pertandingan
tersebut. Suatu klub memberika a besar pendapatan yang
diperoleh klub dari penjual % penon gikuti fungsi f(x) = 50.000x +
20.000, dengan x merupakan banyak p on yang menyaksikan pertandingan.
a) Tentukanlah inver\n i pend dari tiket penonton klub sepak bola

tersebut. Q \l

b) Jika dalam sua ertan%a;g, lub memperoleh dana hasil penjualan tiket
penonton sebesar R .000,-. Berapa penonton yang menyaksikan
pertandingan terse

W\

* A J

Alternatif Pen lan
Diketahui b gsi pendapatan klub sepak bola tersebut adalah f(x) = 50.000x

+20.000
a) Invers fungsi pendapatan dari tiket penonton klub sepak bola
Untuk menentukan rumus fungsi invers f(x) dilakukan sebagai berikut.
y = f(x) = 50.000x + 20.000
y = 50.000x + 20.000
50.000x =y - 20.000
L »—20.000
50.000
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Karena x = f (y) maka /' ( y)=%

Karena /' (y)=2——2= g02‘(())6(z)00 maka fi(x)= /' (x)=" ;02 g(?(? 0
Jadi, fungsi invers dari f(x) = 50.000x + 20.000 adalah / ‘I(X)=% atau
f(x)= 50.1)00 (x—20.000) .

b) Jika dana hasil penjualan tiket penonton sebesar Rp 55.570.000, maka banyak

penonton yang menyaksikan pertandingan tersebut adalah ‘\
. ~ X—20.000
Fx) 50.000

. O
£1(5.000.000) = 55.570.000 —20.000 @&\ Q

50.000
_55.570.000—20.000 6 0
50.000
—1111 §Q
n

Jadi, penonton yang menyaksikan p% gan it yak 1111 orang.

Berdasarkan alternatif penye SQ asalq@kdi atas, diperoleh sifat sebagai
berikut. \6
: A ®

Misalkan f 1 adalah fun [ fun95| f. Untuk setiap x€D, dan y€R, berlaku
y = f(x) jika dan hanya 9\ )= X.

o
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Alternatif Penyelesaian
Karena y = f(x), makay =5x + 7

5x=y-7
X—7
X= ——
° 7
Karena x = f (y), maka f(y) = X%
Karena f *(y) = %7 ,makaf(x) = x=7 )

Jadi fungsi invers f(x) = 5x + 7 adalah /' (x)=

@[Contoh38 fb. XQ

Diketahui fungsi f: R—R dengan f(x) = 3XQ N@b fungsi inversnya!.

Alternatif Penyelesaian ¢
Karenay = f(x), maka y
y=3x—1
3x=y+1 Q
x= yT-H @ @

Karena f (y) = x,

”’@ =5
. 1
Karena f‘l(y):.%, maka / (x):x: ,

Jadi fun

-1 +1
f(x) = 3x— L adalah /' (x)="~.
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@ |Contoh(3’9

a) Tunjukan rumus fungsi komposisi (f° f)(x) dan (f ** < /()
b) Kesimpulan apa yang bisa kamu temukan?

Alternatif Penyelesaian
(1) Berdasarkan Contoh 3.7, diketahui bahwa f(x) = 5x + 7 dan f *}(x)

1
= L 6=7)

a) Rumus fungsi komposisi (f° 1)(x) dan (f* ° f)(x) ditentukan sebagai berikut.

(fef900  =f(f1(x) .
=5(f1(x)) +7 §

O
N\
&Z,S GQ
(000 =1 (100) Q \l‘
23—7 06°®®

_ 6 <
o

=5(§(x—7»+7

=X
b) Berdasarkan haé\\ada butir (a) disimpulkan bahwa nilai (f ° /' 1)(x) =
(Ff)x ;Ql*(x)
(2) Sebagai lati , Silahkan buktikan bahwa (o f1)(x) = (f 1> H(X) =x=1(X)

juga berla da Contoh 3.8.
Berdasarkan penyelesaian Contoh 3.7 dan Contoh 3.8 diperoleh sifat berikut
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Misalkan f sebuah fungsi bijektif dengan daerah asal D, dan daerah hasil R,
sedangkan I(x) = x merupakan fungsi identitas. Fungsi f** merupakan fungsi invers
dari fungsi f jika dan hanya jika

(fefH(X) =x=1(x) untuk setiap x € D,, dan

(f e f(x) = x=1(x) untuk setiap xe R,.

Sifat 3.5 di atas dapat digunakan untuk mengetahui apakah suatu fungsi merupakan
fungsi invers dari fungsi f atau tidak. Agar kamu lebih memahami, perhati rrémball
Contoh 3.10 berikut.

& |Contoh(3:10

* t N
Buktikanlah bahwa f(x) = 10x — 1 dan g(x) = E merup@w%si yang saling

invers.
Alternatif Penyelesaian $
Untuk membuktikan bahwa f(x x) sall rs, cukup menunjukkan fungsi

komposisi f(g(x)) = g(f(x)) =

sk O
}

() fet)) = )) =9g(10x-1)

= 10(g() - @ S iia
_ 10&?@ _10x
10

: =X
Kare %’ g(f(x)) = x, maka kedua fungsi saling invers.

Perhatlka mbali Contoh 3.11 berikut.

@ |Contoh[311

Diketahui fungsi f: R—R dengan f(x) = x — 1. Tentukanlah (f*)(x)!
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Alternatif Penyelesaian

Untuk menentukan rumus (f1)*(x) maka langkah pertama yang dilakukan adalah
menentukan f -(x) sebagai berikut.

Diketahui bahwa f(x) = x - 1, karenaf(x) =y, maka:y =x-lataux=y + 1

Oleh karena x = f* (y), makaf (y) =y + 1 sehingga f * (x) = x + 1.

Langkah kedua adalah menentukan fungsi invers dari f * (x), sebagai berikut.
Misalkan f 2 (x) = h(x), maka fungsi invers dari h(x) adalah h *(x), yang ditentukan

seperti berikut
Misalkan h * adalah fungsi invers fungsi h. Untuk setiap x € D, dany € R, y

= h(x) jika dan hanya jika x = h(y). .
Karena h(x) = x + 1 dan h(x) =y, kita peroleh hubungany = x + 1& y-1

Karena x = h - (y), maka h ! (y) =y — 1 sehing F\ ) = x&

Karena f* (x) = h(x) dan h - (x) =x -1, ma@ (x)

Jadi,(f 1) *(x) = x - 1. 6
Perhatikan kembali rumus fungsi (f 1) 1(x).yangrkita p@ngan rumus fungsi f(x)
yang diketahui, dari kedua nilai ini eroleh ba

D' =fx)=x-1 &
Berdasarkan hasil uraian pad 3.11 d»@naka diperoleh sifat fungsi invers

sebagai berikut. : \ ‘

Jika f sebuah fungsi bijektif d

@ merupakan fungsi invers f, maka fungsi invers
dari f* adalah fungsi f (u%@ ”disimbolkan dengan (f 1) = f

Diketahui fun s n g adalah fungsi bijektif yang ditentukan dengan f(x) = 2x +5
dan g(x) = x%&ntukanlah
a)  (g°/)(x)dan(fg) (x)
b) f*(x)dang?(x)

©)  (g°N7(x)dan(f°g)*(x)
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d) (@M X)dan(fog™)(x)
e)  hubungan antara (g ° /) *(x) dengan (f 1> g ) (x)

f) hubungan antara (/> ) (x) dengan (g * < /%) (X)

Alternatif Penyelesaian

a) (geNX) dan(f-g)(x)
(i) (g°N ) =9(f(x)
=f(x) - 2 \6

= (2x+5) -2 . O ¢
=2x+3 &\ Q

(i) (° ) 00 =T(g00) é(b" 06
= 2(g() + 5 \Q \j:_Q
=2(x-2) +6 6\
= 2x + @

b) f*(x)dang \
() ) é

f(x)=2x+5

karena f()\\@ka y=2x+5

&
N

Karena f (y)=xmaka /' (y)= -
y—>

sehinggaf*(x)= f'(y)= 5
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(ii) g (%)
g(x) =x -2
karena g(x) =y makay =x —2 sehinggax =y + 2

karena g (y) =xmakag ™ (y) =y +2
sehinggag™ (x) =x+2

c) (g°/)*(x)dan(fog)*(x) b
) (g°N*X \
(2200 =2x+3 QO
Misalkan (g ° f) (x) = h(x) sehingga h(x)b{;%\ 3 Gq

karena h(x) =y makay =2x + 3 seh@h %
karena h * (y) = x maka @) @h 1(x) =
LX)

karena (g ° /)(x) = h(
sehingga (g ° “@
(i) (f>2)*(x) é
(fog)x)=2x+1 @
Misalkan (f k(x) sehingga k(x) =2x + 1

*

-1
karen;@? maka y = 2x + 1 sehingga x = yT

ka&k 1(y) =xmakak™(y) [l% sehingga k “(x) = XT_I
karena (1~ g)(x) = k(x) maka (> g)*(x) = k %(x)

x—1
sehingga (f° g) *(x) = T
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d) (@*e/ M) dan (f*eg?)(x)
() @*=/HX
Pada butir (b) telah ditemukan bahwa g ** (x) = x + 2 dan

X—5
N

@t/ H00  =g*(F*(x)

= (f* () +2 . 6
N\

:X52

2 . QO
=x—5+4 \
5 &OS \\}G‘Q
RN
i) (FLog?)(x N\
e - 6 6
§ s @

X+

e) h\b&’}%ﬂa (g < f) *(x) dengan (f * = g *)(x)
a

Hasil perhitungan di atas menunjukkan bahwa rumus fungsi (g ° f)* (x) sama

dengan (f1 = g 1)(x) atau (g * f) (x) = (f* > g )() D%.
f)  hubungan antara (/> g)*(x) dengan (g ° f)(x)
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Hasil perhitungan di atas menunjukkan bahwa rumus fungsi (1~ g)*(x) sama

dengan (g = /)(x) atau (f g)*(x) = (@ =/ )(x) .

Berdasarkan Contoh 3.12 di atas dapat kita simpulkan sifat berikut.

Sifat 3.7

Jika f dan g fungsi bijektif maka berlaku (g f)1=(f1-g1)

Agar kamu lebih memahami Sifat 3.7, selesaikanlah latihan berikut.

Latihan
Fungsi f: R—R dan g: R—R ditentukan oleh ru x) =5x - % (x) = 3X.
Tentukanlah rumus fungsi komposisi (f © g) * (x) E

Tentukanlah invers fungsi f(x) berikut. Q Q
a. f(x) =2x-4 \
b. f(x) = x> —4x + 2
c. f(x) = ®
Alternatlf Penyelesala;
Menentukan invers f(x) 2
_Yy + 4

Misalkany = 2x — 4 —

Dengan demikian X + 4
b. Menentuka (x) X2 — 4x +2
Misalka 4 + 2 sehingga dengan kuadrat sempurna diperoleh:
y=x2-4 -4+2 oy=(x-2)*-2
Sy+2=(x-2)?

SX-2=%y+2
Sx=2+y+2
sehingga f (x) = 2
2x—1

c. Menentukan invers f(x) =
4x—1
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Misalkan y = 2x -
4x —

1 sehingga dengan proses aljabar,

2X—1
< y(Edx-1)=2x-1
4x —1 v )

& 4xy-y=2x-1

y:

o dxy-2x=y-1
< X(dy-2)=y-1

o x= Y71

4y—2
i O
sehingga f1(x) = —— \

4x -2

Uji Kompetensi 3.2

1. Seorang pedagang kain memper eun; r| hasil penjualan setiap
X potong kain sebesar f(x) r |Ia| k n yang diperoleh mengikuti
fungsi f(x) = 100x + 500, x akan b otong kain yang terjual.

a) Jika dalam suatu hari gang te mampu menjual 100 potong kain,
berapa keuntungan a 1perol

b) Jika keuntunga dlha besar Rp500.000,00 berapa potong kain
yang harus t

c) Jika A merupakan himpunal erah asal (domain) fungsi f(x) dan B merupakan

himpunan daerah hasil
(a) dan butir (b),di

ange) fungsi f(x), gambarkanlah permasalahan butir

2. Tentukanlah fungsiinvers dari fungsi-fungsi berikut jika ada.
b) (X
6

) hxr=Ix+2

3. Diketahui f dan g suatu fungsi dengan rumus fungsi f(x) = 3x+ 4 dan g(x) :ﬂ.
Buktikanlah bahwa f -(x) = g(x) dan g*(x) = f(x). 3

4. Diketahui fungsi f: R—R dengan rumus fungsi f(x) = x2 — 4. Tentukanlah daerah
asal fungsi f agar fungsi f memiliki invers dan tentukan pula rumus fungsi
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inversnya untuk daerah asal yang memenuhi!

5. Untuk mengubah satuan suhu dalam derajat Celcius (°C) ke satuan suhu dalam
derajat Fahrenheit (°F) ditentukan dengan
rumus F =% C+32.
a) Tentukanlah rumus untuk mengubah satuan derajat Fahrenheit (°F) ke satuan
suhu dalam derajat Celcius (°C).
b) Jika seorang anak memiliki suhu badan 86°F, tentukanlah suhu badan anak itu
jika diukur menggunakan satuan derajat Celcius! a
*
6. Jikaf1(x) =X—_1 dan g* (x) =3_—Xdan, tentukanlah nilai (f - g) *(x)! \
>
7. Diketahui fungsﬁ R—R dan g: R—»R dlrumuskarT engan f(x) = untuk x
# 0 dan g(x) = x + 3. Tentukanlah (g - f) 1(x)I
8. Diketahui f(x) = 3. Tentukanlah rumus fun dan t N juga f 1(81)!
9. Diketahui fungsi f(x) = 2x + 1 dan (f @ 1. Tentukanlah g*
(x) dan g* (-2)!
10. Fungsi f: R—R dan g: R—R di oleh f(x) =X+ 2 dan g(x) = 2x.
Tentukanlah rumus fungsi k i(fe an (g ° )1 (x)!
11. Diketahui £(x) = x fo g) 4x+ .
Tentukanlah (feog
x+1
12. Diketahui fungsi f(x) @) dan f * adalah invers fungsi f. Jika k adalah
banyaknya faktor priéo, tentukanlah nilai f (k).
A\
- L 2
Prmek,&
Ranca@ebuah permasalahan kehidupan nyata dan selesaikan
dengan menggunakan konsep fungsi komposisi. Buatlah laporannya dan
persentasikan di depan kelas.
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B} PenuTUP

Berdasarkan uraian materi pada Bab 3 ini, beberapa kesimpulan yang dapat
dinyatakan sebagai pengetahuan awal untuk mendalami dan melanjutkan bahasan
berikutnya. Beberapa kesimpulan disajikan sebagai berikut.

1. Jikafsuatu fungsi dengan daerah asal D,dan g suatu fungsi dengan daerah asal D,
maka pada operasi aljabar penjumlahan, pengurangan, perkalian, dan pembagian

dinyatakan sebagai berikut

(1) Jumlah f dan g ditulis f + g didefinisikan sebagai (f + g)(x) = f(x) (@ngan
daerah asal D, = DN D,. .

(2) Selisih fdan g ditulis f— g didefinisikan seba ai (f-g)(x) = (x) dengan
daerah asal D,=DnD,

(3) Perkalian f dan g ditulis f x g dide s@sebagm ég)(x) = f(x) x g(x)

dengan daerah asal Dy, = D;ND,

(4) Pembagian f dan g dltulls e n1s1k gai[iJ(x) flx E ;dengan
g X
daerah asal D f = D, (x) =
2. Jika f dan g fungsu & maka terdapat suatu fungsi h dari
himpunan bag| |mpu n R yang disebut fungsi komposisi f dan

g (ditulis: g ° f) ditent ngan
h(x) = (9 > f)(x) = 9(f(x) é

3. Sifat komutatif @pera& fungsi komposisi tidak memenuhi, yaitu;
(g = H#(F - 0) \

4. Diketahui

hsuatu fungsi.JikaR "D #9; @;R, "D #3; R "D, #2;
ka pada operasi komposisi fungsi berlaku sifat asosiatif, yaitu;

5. Diketahui f fungsi dan I merupakan fungsi identitas. Jika R N D,# @ maka
terdapat sebuah fungsi identitas yaitu: | (x) = x, sehingga berlaku sifat identitas,
yaitu; f o1 =1 of=f,
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6. Jika fungsi f memetakan A ke B dan dinyatakan dalam pasangan beruru—
tan f = {(x , y) | xeA dan yeB}, maka invers fungsi f (dilambangkan f )
memetakan B ke A, dalam pasangan berurutan dinyatakan dengan f = {(y, X) |
yeB dan xeA}.

7 Suatu fungsi f : A—B disebut memiliki fungsi invers f *: B—A jika dan hanya jika
fungsi f merupakan fungsi yang bijektif.

8 Jika fungsi f: D, —R_ adalah fungsi bijektif, maka invers dari fungsi f ada—lah
fungsi f * yang didefinisikan sebagai f *: R, —D.,.
*
9 Jika f fungsi bijektif dan f * merupakan fungsi invers f, maka fungsi in&ri
f L adalah fungsi f itu sendiri. . O .
10 Jika f dan g fungsi bijektif maka berlaku (g ° f) 3@‘ g? Q
*

Beberapa hal yang telah kita rangkum di ﬁ%lah m
dalam belajar fungsi secara lebih mendalam jenja idikan yang lebih

tinggi. Konsep-konsep dasar di atas harus, kamu paha gan baik karena akan
membantu dalam pemecahan masal? lam kehi ari-hari.

Q‘\\\Q &
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Bab

PERSAMAAN
GARIS LURUS O

*
A. KOMPETENSI DASAR DAN PENGALAMNI BEI{J@

Kompetensi Dasar Pengalaman Belajar

Mampu mentransformasi diri dalam berpil Melalui pran persamaan garis lurus,
jujur, tangguh mengadapi masalah, kfiti sisw roleh pengalaman belajar:
dan disiplin dalam melakukan tuga: t@ . »- ntuk tangguh menghadapi masalah
matematika. . siswa untuk berpikir kritis, jujur, dan
2. Menunjukkan sikap bertanggunggj rasa disiplin

i enunjukkan sikap bertanggung jawab dalam
menyelesaikan masalah

ingin tahu, jujur dan perilaku peduli lingkungan.
3. Menganalisis sifat dua gari jajar da
saling tegak lurus dan K nnya d % * menunjukkan sikap rasa ingin tahu dan peduli
ui

menyelesaikanmas terhadap lingkungan
4. Menganalisis kurv a yang me * berlatih  menganalisis masalah secara
beberapa titik untuk menyimpul berupa konsisten dan jujur
garis lurus,garis-garis sejajar, -garis
tegak lurus.

gradien

dua garis sejajar
dua garis tegak lurus
titik potong garis

=
=
i=
=
D)
o
L=
=
i
o




- PETA KONSEP

Sistem Persamaan
Linear dua < Materi Prasyarat

Variabel

/}0
\%

Y

p *
Masalah Persamaa Gradien

Otentik GariWs emiringan Garis)
* \E

\/

\ ¢ \

Dua Garis
Saling Tegak Lurus

\ 4
Aplikasi
Persamaan
Garis Lurus
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MATERI PEMBELAJARAN

1. Garis dan Gradien

Memulai subbab ini, kita awali dengan mengingat kembali materi yang sudah
pernah kamu pelajari di SMP (Kelas VI1I) tentang bagaimana menentukan persamaan
garis lurus dan gradien suatu garis. Coba perhatikan bentuk persamaan garis dan
gradien garis di bawah ini.

1. Garis dengan persamaan ax + by = c gradien m = -4
2. Garis dengan persamaan y = ax +c gradien m=a ¢
3. Garis dengan persamaan y—y ,= p(x—x,) gradien m = p O§

*
4. Garis dengan persamaan 22t — Y2~ *g}mz 2
X=X, xz—e% 0 i

a,b,c,x,,y,€R

\

)
\
\

X
S
ép‘;:%—f'y C15 I

-10

Gambar 4.1: Tiga perpotongan 3 garis lurus
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Dari gambar di atas, tentunya kamu dapat menentukan gradien dan titik titik

potong antara garis dan titik potong garis dengan setiap sumbu y dan sumbu x .

i. Dari persamaan garis |, , kamu sudah dapat mengetahui gradien garis tersebut.
Tetapi, gradien garis |, dapat juga ditentukan melalui dua titik pada garis tersebut,
misalnya A dan B. Tentunya hasilnya pasti sama.

ii. Demikian halnya untuk garis I, dan I,.

Dengan adanya persamaan garis atau dengan melalui titik potong garis, tentunya
bukan sesuatu yang sulit menentukan gradien garis tersebut.

Mari kita telaah kondisi berikut ini. Q

*

Di jalan yang lurus dan datar mungkin kelajuan mobil dapat diusahak
Gerak pesawat terbang pada ketinggian tertentu akan memiliki kec n tetap.
Kecepatan tetap dapat disajikan sebagai garis lurus. Kedua contoh tadi contoh
dari gerak lurus beraturan (GLB), lintasan benda berupa‘garis lurus rah gerak
selalu tetap sehingga perpindahan dapat diganti jarak da juan tetap dapat
diganti dengan kecepatan tetap. Sebuah benda ergera n kecepatan tetap

akan menempuh jarak yang sama untuk SQICQW& tu ty@ a.
0 6\

Coba cermati grafik berikut ini.
» Dari gambar di 1
kesimpulan yang dap
» Gradien kecepatan
tiap-tiap grafik dengan m, <0, *

\ : Gambar 4.2: Grafik jarak terhadap waktu
*

Bandingkan' @gda Gambar 4.2 TSaf-5 °© Lix—y=2

dengan grafik d& ni. \
Kita sebut gh@ adalah m,=-1 gradien
=1 D

Isadalah m5 = 10 5 = 5 0
> lJika merupakan gradien m, dapatkah /
kamu tentukan |, ? o Lixty=

Gambar 4.3
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Dari Gambar 4.1, 4.2, dan 4.3 dapat kita rangkum gradien tiap-tiap garis:
a) [ :2x+2y=4dengan m =-1;

1
b) I, :x+5y=10dengan m2=—§;
¢) [,:3x—5y=15dengan M; =—

d) v:v=10sdengan m, =10;

e) /,:x+y=2dengan m, =—1; \6

d) /:x—y=2dengan m; =1. ‘

> Mengapa garis |, tidak mempunyai gradien?
» Dengan mencermati kembali setiap gr. %am

dapat kamu simpulkan tentang gradlen

Berikut ini kita akan mengkaji mas nta @ungan air yang terjadi di

daerah-daerah yang kesulitan air perlua

) é‘\
Keluarga Pak Ba @ emilii%gdan mesin pompa untuk menyediakan
air untuk keperl minu i dan mandi. Setelah melalui proses

penyaringan, air sumur ter%« dialirkan ke bak mandi keluarga tersebut.
Setiap hari, keluarga Pak ang memerlukan 1000 liter air, yang diperoleh

dengan dua kali ak mandi (setiap pengisian 500 liter). Karena
keterbatasan daya i rumah Pak Bambang, mesin pompa hanya dapat
digunakan pada ya at alat listrik lain di rumah tersebut tidak dioperasikan.

Jumlah air ya tampung setiap menit dinyatakan dalam tabel berikut ini.
4.1: Volume air pada bak mandi setiap menit.

Waktu ( it) 0 1 2 3 4 5 6 7
Volume (Liter) 2 5 8 11 | 14 | 17 | 20 | 23

d1 atas, apa yang

Masalah-4.1

a) Dengan tanpa menunggu bak mandi hingga penuh, dapatkah kamu memberi tahu
Pak Bambang tentang durasi waktu hingga bak tersebut penuh?

131

Matematika




b) Jika Pak Bambang ingin mengurangi 50% durasi waktu pengisian bak mandi
tersebut, berapakah volume air pe rmenit yang ditambah?

Alternatif Penyelesaian

Hubungan volume air pada bak mandi dengan waktu dapat dideskripsikan pada grafik
berikut ini.

-

30
P N
volume air (laut) /

(7,23) e
(6,20) ey

& (5.17) ’ 6
(4,%/ N\
(3,11) ¢

" (2.8) / O

2 Q@ O
DR

(0.2)

-
IN)
w
S

Gambar 4.4: Hu

Sebaran koordinat waktu dan

lume air(dengan waktu.
e air pada satu garis lurus, dengan
persamaan | : =3t + v = 2 (tunjukkan!). Per n-3t+v =2 atau v =3t + 2 memiliki
gradien m = 3. (\\

Jelaskan arti bilangaNdan ada persamaan v = 3t + 2 dari masalah

penampungan air tersebut.

a) Ternyata, gradien per garis tersebut merupakan faktor penentu besar
tidaknya durasi waktu,yang dibutuhkan untuk mengisi bak mandi keluarga Pak

stanta. Karena volume air pada saat bak mandi penuh adalah

roleh t = 166 menit atau 2,76 jam.

Jadi durasi waktu yang dibutuhkan Pak Bambang hingga bak mandi tersebut
penuh adalah 166 menit.

b) Coba kamu kerjakan. Jika kamu kesulitan, tanyakan kepada gurumu!
Cermati gambar di bawah ini, terdapat garis horizontal y = b, garis vertikal x =
a dan garis |, dengan persamaan ax + by = ¢. Tentu kamu sudah tahu mana dari
ketiga garis tersebut yang memiliki gradien.
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10

Garis Horinzqntal

IR

y:ax+by=c
D \ 10 b
N

0\
®$ ’
O e
1- % ical
Gambar 4.5: Garis vert@zontal dal ax + by =c.

u akan%s ensi gradien suatu garis, dengan
X + by = ¢ a,b dan ¢ merupakan

1
(6]
Yany

-10

» Untuk memastikan pemaham
memperhatikan bentuk
bilangan real, selldlkl

ntuk:
* m>0; @
. m<0; Q *
« m=0dan i
e garis | tidak memH&ien.

Rangkum secara \v uk setiap syarat yang kamu temukan!
ien atau kemiringan garis dijelaskan melalui grafik berikut ini.

Secara geomet adi
Dari titik A@tik, terdapat suatu kenaikan (perubahan tegak) sebesar dan

perubaha?@q

tar sebesar(y,— y,) . Jadi kemiringan ( x,— x,) garis itu dinyatakan:
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) B(X,.y
_ perubahan kenaikan AN
perubahan mendatar ) Al v, | 5
_N=h o == X, 0%
=5
oY <.
X X,
) \x
(}ambar 46 N

» Perhatikan kembali Gambar 4.6, apakah be&'t BA Q‘ sudut a?

u-siku OBC, dengan siku-siku
erbandingan sudut pada segitiga
, kita akan menentukan nilai tangen

di titik C. Dengan mengin:

siku-siku yang telah ka
sudut a. Q

Sudut merupakan sudut yang di k garis yang melaui titik A dan B terhadap
sumbu x. Perhatikan bahw. itung dari sumbu x ke garis yang akan ditentukan
gradiennya.

» Perhatikan kem \mbar 4.6, apakah besar ZBAD = besar Za? Berikan

Alasannya. \
S

Semester 1
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@ |Contoh[4"1

Tentukan nilai tangen sudut setiap garis seperti pada gambar di bawah ini.

O

&&\ Sl

Keterangan: Q

Sudut merupakan sudx] diben h garis |, dengan Sumbu-X dan §3
merupakan sudut ya’ bentuk o I, dengan Sumbu-X

Satuan sudut yang digunakan a@ erajat.

Alternatif Penyelesaian

Pada Gambar 4.7, ki @ menentukan nilai tan o dantan . Dengan segitiga
siku-siku POR Kita a ukan tana , sedangkan dengan segitiga siku-siku QOS

ng.

kita akan menen@
|ngat 111

Sin(180° —a) =sina
cos(180° —a)=—cosa

tan(180° —a)=—tana
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a) Cermati segitiga POR.
Panjang sisi PO =6, dan OR = 6.

OR 6
tana=—=—=1
PO 6
Nilai tano  tersebut, mari kita bandingkan dengan gradien garis |-y —x = 6. ;

m, = 1.
1
Hubungan m, dengan nilai, tan ¢ dituliskan sebagai berikut; m = tano.

b) Dengan cara yang sama untuk segitiga SQO, diketahui panjang sisi QO dan OS
berturut-turut adalah 8 dan 8. Oleh karena itu,

tan (180" - B) = gg 2 1 N\

A\ CO )
Gradien garis |:x+y=8.;m,=-1. @\ 60
Hubungan m dengan nilai tan(180 @skan S erikut:
—tan(180 ﬁ =—tanf3. 0 R l
Bepikir Kritis 6
» Dari pembahasan contoh @lmp @ang dapat ditarik ?

» Cermati kembali G b% n nilai tangen sudut PTQ!

*

Pertanyaan Menantang:
Diberikan persamaan ga

I: x+y=3 Q
ly-x+y=3 ‘\
I x-y=3 .

~

s Xt y“% é A
Hitung% r sudut yang dibentuk setiap garis dengan sumbu-x.

-
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Uji Kompetensi 4.1

1. Tentukan gradien setiap garis pada grafik berikut ini.

‘\b
QO t S
& : ’
b\\\’{\ D
SN
Jika ada garis y@ak memMgradien, berikan alasannya!
2. Tentukan nilai p untuk setiap’koordinat di bawah ini.
a. A(2,p)danB(2,2 enganm =7.
b. A(12- 3p,4x®,7p —3) denganm = 5.
c. AB-6p dan B(8,7p — 3) denganm =% .

3. lJikaP w7 hdan Q (xp,yp), tentukan syarat yang harus dipenuhi agar garis
yang melalui titik tersebut memiliki gradien yang positif.

4. Tentukanlah nilai k untuk setiap persamaan garis berikut, untuk
a. g, :(3k)x—6y =20dengan gradiennya sama dengan gradien
g, x=2y=16 .
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b. [ :(3k +2)x+ ky =12 dengan gradiennya sama dengan gradien
Ay =Tx+(k-6)y =16

5. Cermati grafik berikut ini.

O

*

O
S8

Tentukan persamaan garljg sing- garis pada gambar (i) dan (ii).

. O
Q O
> \\}6

Selanjutnya hitunglah ni en setl ut yang diberikan pada gambar.

6. Perhatikan gambar.vah ini.

Gambar 4.10

Tentukan besar sudut o .
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7. Diberikan dua persamaan garis:
[:2x+3y=6
g:4x-5y=0
Tentukan nilai sinus sudut yang dibentuk oleh garisl dan g .

8. Gradien suatu garis sama dengan nilai tangen sudut yang dibentuk garis dengan
sumbu X. Tentukan persamaan garis melalui titik potong garis 3x+4y =12 dan
x —4y = 0dan memiliki gradien sama dengan nilai tangen sudut pada soal No.6.

9. Diberikan dua persamaan garis:
L:ax+by=c;a#0 b#0dan [,:a,x+b,y=c, ;a,#0, bzqé'@

a,,a,,b,b,,c,,c,bilangan real. O
Tentukan syarat yang harus dipenuhi apablla Q
a.m >m, 6

b. m <m,

dimana: m, : gradien garis |, dan dlen
10. Perhatlkan gambar garis di b

Q\ \l_Q

Gambar 4.11

Tentukanlah persamaan garis paling sedikit dua garis yang:
a. Sejajar dengan garis g b. Tegak lurus dengan garis g
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2. Hubungan Antar Garis

a. Garis Garis Sejajar
Perhatikan titik-titik yang terdapat pada bidang kartesius berikut ini.

‘
6Qambar 4.12

» Dari gambar di atas, Xg ik garis yang melalui minimal tiga titik. Kemudian
tentukan persamaar»gﬁg yang kamu peroleh.

» Dari gambar di coba tarik garis yang melalui dua titik. Kemudian tentukan
persamaan tigp-tiap garis yang kamu peroleh.

» Darise is yang kamu peroleh, adakah kamu temukan titik potong garis-
garis tersebut?
Bandingkan hasil kerjamu dengan temanmu.

Dari Gambar 4.12, dapat Kita tentukan persamaan garis yang melalui titik A (-3,6)

dan D(3,-3).
y-(3)_6-(=3  y+3_-3
x-3 -3-3 x=3 2
& 3x+2y=3
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Sebut / :3x+2y=3
> Selidiki apakah garis I, melalui titik B(-1,3) dan titik C(1,0)!
Dengan persamaan garis /, :3x+2y =3, bandingkan dengan persamaan garis
yang kamu peroleh.
Persamaan garis I, : 3x + 2y = 15 melalui titik E(7,-3) dan titik H(1,6) (selidiki!).
Selain itu, garis 1, juga melalui titik G(4,3) dan titik F(5,0).
> Melalui grafik garis | dan 1, , kemudian tentukan gradien kedua garis dan
analisis gradien kedua garis tersebut.
Selanjutnya, dari hasil kerja menentukan persamaan garis yang melalui Ju\ , kita

peroleh persamaan-persamaan berikut ini:

I. [, :2y—3x=9merupakan persamaan garis ya elalm titik dan H(1,6).

ii. [, :3x—2y =3 merupakan persamaan garis elaluiiti ) dan G(3,3).

iii. [, :3x—2y =15 merupakan persamaan@’/ang e@i titik D(3,-3) dan
F(5,0).

Iv. [, :x+2y=9merupakan persam is ya i titik A(-3,6) dan G(3,3).
V. [ :x+2y=>5merupakan pe arls alui titik B(-1,3) dan F(5,0).

vi. l x+2y= 1merupakan persamaan gari melalui titik C(1,0) dan E(7,-3).
Pada kesempatan ini, @ak mer@gans -garis horizontal dan garis-garis
vertikal

> Dari persamaan o I

sejajar. Tunjukkan grafik

» Pada Kelas X, kita
Coba kamu ingat QQ

ax+by=c
Q rx+sy=t
agar rﬁﬂ& i himpunan penyelesaian dan tidak memiliki himpunan penyelesaian.
Jika liki himpunan penyelesaian, apakah tunggal atau banyak?

dan I selidiki pasangan garis yang saling
bungan grad1en setiap pasangan garis.

gkaji tentang sistem persamaan linear dua variabel.
, apa syarat yang harus dipenuhi sistem;

Dari pembahasan di atas, mari kita tarik kesimpulan tentang dua garis yang saling
sejajar.

141

Matematika




@ |Contoh[4'2

2x—y=1
‘ x—|—3y=4}
3x—-5y=15
)—6x+10y:15}
3x—2y=14
¢ 2x+3y=5}

Latihan Mandiri .
Tentu kamu masih ingat bagaimana memeriksa sistem‘@g memilik@(wnggal
atau banyak), dan yang tidak memiliki solusi. @ 6 .

Perhatikan sistem a)! 6
Dimisalkan: I, :2x-y=1; 0

o M ;
I, x-3y=4. Q . Q
. . %a

Pada garis | ,, perbandingan nilai ki ny (m, = 2) tidak sama
1 .
dengan perbandingan nilai koe ariabe y (m, = —5) pada garis I,
Kondisi ini juga merupakan@bahwa Si ersamaan a) memiliki penyelesaian.
Untuk sistem persamaa’
. X =5y =15

I :-6x +10y = 15
? 3
Pada garis I, perbandmin@i oefisien variabel x dany (m,, = — ) sama dengan
1

perbandingan nilai koeﬁs‘ variabel x dan'y (m,, = %— =) pada garis L. Hal ini
memiliki arti b is I,, dan I, tidak pernah melalui satu titik yang sama. Oleh
karena itu, s§' @ idak memiliki penyelesaian.

Selanjutnya, sistem persamaan c),

l,:3x -2y =14

l,:2x+3y =5

Perbandingan nilai koefisien variabel x dan'y (m,, = ) pada garis I, | , berbanding

terbalik dengan perbandingan nilai koefisien variabel X dan y(m, = ) pada garis

o
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l,,, serta hasil kalinya sama dengan -1. Dengan kondisi ini, secara sistem persamaan,
sistem c¢) memiliki penyelesaian tunggal.

Secara grafik, kondisi sistem a), b), dan c) disketsakan sebagai berikut.

* Gambar 4.13: Grafik sistem persamaan linear
Secara UmUN an garis Ay

915aX+NCQ' #0danb#0
g, rx+sy=t;r#0dans#0
:a, b, ¢, r, s, t merupakan bilangan real. B,y

Garis g, sejajar dengan g, jika dan hanya
3:2. Dengan kata lain, Garis sejajar /

r N
dengan jika dan hanyam, = m B

5
/ Gambar 4.13
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Secara geomteris, kondisi dua garis sejajar dideskripsikan sebagai berikut.
Misal, garis |, melalui titik 4'(x;, ;) dan B'(x,, y, ), dengan
gradien m, . Garis |, melalui titik 4(x,, », ) dan B(x,, y, ) dengan gradien m, .

Mari kita cermati segitiga 4BC dan 4'B'C" . Kedua segitiga tersebut merupakan dua
segitiga yang sebangun.
Oleh karena itu berlaku:

V27N _ V2T ataum, =m,
X=X XX .
Selain itu, jarak titik A ke titik A sama dengan jarak titik B ke titik B’ Nndisi
ini semakin memperkaya bukti bahwa garis |, sejajar dengan garlsl

Dengan demikian, sifat dua garis sejajar dinyatakan d(\sﬁat Eerl
Sifat 4.1
b# 0 de ;radien m

Misalkan garis g, :ax+by=c;a#0
ns#0 gradienm,

a, b, ¢, r, s,t merupakan bilang
Garis g, sejajar dengan g anya ji
Secara matematis d|

A

Dari Sifat 4.1, mari k1ta &1& di antara koefisien-koefisien a, b, ¢, r,
i

adien kedua garis sama.
= m2 i

b

s,dant. Karenam, =m,, dapat sbahwal =" atau 4 _2 . Ingat, walaupun

N r s

b
b tetapl tidak berlak‘\ahwa 9_Catau —= < é =< (mengapa?).
t

s g
Perlakuan perlaku@dapat kita S|mpulkan dalam sifat berikut ini.

Misalkan garis g, :ax+by =c;a#0, b # 0 dan c # 0 dengan gradien m
g, rx+sy=t;r#0,s#0dant#0dengan gradien m,
a, b, c, r, s, t merupakan bilangan real.

Jika 4 _ é _ ¢ maka garis g, berimpit dengan garis g,.
r s t
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Untuk lebih memantapkan pemahaman kita akan hubungan dua garis yang sejajar,
mari kita cermati contoh berikut ini.

@|Contoh[4’3

a) Tentukan persamaan garis lurus yang melalui titik potong garis-garis dengan per-
samaan 3x + 2y = 12 dan 5x + 2y = 16 serta sejajar dengan garis 2x +y = 4.

b) Carilah nilai k sedemikian sehingga garis kx — 3y = 10 sejajar dengan garis 2x +
3y =6.

Alternatif Penyelesaian .
a) Terlebih dahulu kita menentukan titik potong garis 3x + 2y = 12 dan 2y =

16. Dengan cara eliminasi ataupun subsitusi, diperoleh titik pot edua garis
tersebut (2, 3). Misal, garis g merupakan garls melalui titi , serta sejajar

denganaaris 2x +y = 4 maka gradien garis , % = —2& maan garis g,

diperoleh:
n@ns 2x + 3y = 6, sebut g,

y—-3=-2(x-3)atau2x +y=3.
b) Karena garis, kx — 3y = 10 sebut}@ajar

.Dengan demikian dapat kita tulis
bahwa garis —2x — 3y ejajar den®+ 3y =6.
rus

maka my, =m, Akltanya_ = atau k =
b. Garis-Garis e@
Perhatikan grafik berikut i 1

*

Sekarang mari kita ama ga ABC. Kita akan selidiki apakah segitiga ABC
merupakan segitiga si au tidak. Tentu, sudut yang diduga merupakan sudut
siku-siku adalah sud . Dengan menggunakan alat pengukur sudut (busur) atau

penggaris berben (se itiga siku-siku, sudut ACB merupakan sudut-sudut siku-siku.

N
S
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Gambar 4.14: Garis /, dan |, gan seca @Iurus

Oleh karena itu, dapat kita tarik ke n bahv@s I. memotong secara tegak
lurus garis 1. Q

Selanjutnya, akan Kita seu unga n garis 1. (m,) dan gradien garis
1,(m,).

I iy=x, denganm

l,:y=-x,denganm, = 1. 6
Ternyata, m,.m, = -1, \Q
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6 » ‘
Gambar 4.15: Garis /, dan /, , dengan @bedgt@tongan secara tegak lurus.

Gari_s l,;y=mx+c, memp i gradien, @kan garis ,:y =m.x +c, mempunyai
gradien tan g =m.,.

*
Selidiki bahwa hub adieng% engan L,!
lesalan .

Alternatif Penye

Diketahui garis |, y = m x mpunyai gradien, sedangkan garis I,;y =mx +c,
mempunyai gradien ta\ 5

Cermati segitiga si S ABC!

Karena Z A= Z C =90°maka £ B = 180°. Oleh karena itu g = (90° + o)

(tunjukk%’\
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Diketahu tan g =m,.

Akibatnya:
tan = (90° + o) = m,

Ingat
—— = m2 1
tana tan(90° + o) = —
1 tan o
o ——=m,
ml

berikut ini.

Sifat 4.3

Misalkan garis g, : bx—ay=t;a#0danb #é an gr@

g,:ax—-by=c;a#0d ¢0d dien m, =
a, b, ¢, merupakan bilangan real

diperoleh: m_.m =-1
Dengan demikian, syarat dua garis yang saling tegak lurus dinyatakan dal@at

0

Garis g, berpotongan tegak lurus gang |n0ta5|kan 9,10,.
A

Mari kita cermati grafik di’bawah i .
Selidiki hubungan antar garis y rlaku.

Gambar 4.16

148 -

Kelas XI SMA/MA/SMK/MAK Semester 1



Alternatif Penyelesaian

Langkah awal, dengan memperhatikan pasangan titik koordinat yang dilalui tiap-tiap
garis, kita dapat menentukan persamaan dan gardien setiap garis.

[:5x+3y=15,dengan m, =——

5
g:6y—5x=30,dengan m, o

5
k:5x—3y=0 ,dengan =3 \6

0

Latihan 4.1

Sebagai latihan secara mandiri,
» selidiki apakah garis | dan garis k berpot ecarat rus’>
. se11d1k1 Juga hubungan garis | dan garls g!

1. Selidikilah hubu \g p pa@ﬂans dengan persamaan di bawabh ini.
X —_

a. g,:-2x+5y ng,:
b. I tax+by=cdanl, y s,dengana<bdanp>q,a,b,p,qeR.
2. Penelitian terbaru m@an bahwa suhu rata-rata permukaan Bumi meningkat
secara teratur. B peneliti memodelkan suhu permukaan Bumi sebagai
Qg\ .50, T menyatakan suhu dalam °C dan t menyatakan tahun

berikut: T=0 Zt‘
sejak 190
a. T emiringan garis tersebut, dan interpretasikan bilangan tersebut.

b. Dengan menggunakan persamaan tersebut, prediksilah rata-rata perubahan
suhu pada tahun 2200

3. Seorang manager perusahaan perabot harus menyediakan modal sebesar
Rp22.000.000,00 untuk memproduksi 100 kursi kantor dan Rp48.000.000,00
untuk memproduksi 300 kursi yang sama.
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a. Nyatakanlah biaya tersebut sebagai persamaan kursi yang diproduksi, dengan
mengasumsikan hubungan antara biaya dan banyak kursi adalah linear.

Kemudian gambarkan.

b. Tentukan gradiennya, dan jelaskan arti bilangan itu.

c. Dari sketsa, jelaskan makna grafik tersebut.

4. Perhatikan persamaan garis di bawah ini!
g,:ax+by=cdang,:px+qy=t,ab,pgeR.
Tunjukkan hubungan antara koefisien a, b dengan p, g agar g.//g, . 6

5. Tentukanlah k untuk setiap persamaan garis berikut. \
a.g,:(2-kx-y=8dang,: (4+Kkx+3y=12agar g, L g,. N
b.1,: (3k+5)x—2y =10dan 12 : (k- 3)x - 7y :KNar g, //gQ

6. Tentukan persamaan garis |, yang melalui fiti , 3) de @- E lurus dengan
garis I, : 3x — 5y = 12. Kemudian gambarka ﬁk:%

7. Diberikan dua garis dengan persamaan‘yal dipg% i matriks berikut:

L) &7 &
g 4)\y) \4

Tentukan perbandingan @ke\ k aris saling tegak lurus.

8. Diketahui titik A( &B(xb , an AB adalah titik tengah. Tentukan
persamaan garis yan ak lurus ABdan melalui titik C

9. Diketahui P(3,3), Q(4,-1) &,-4). Tentukan besar sudut perpotongan garis
PQ dan QR. Q

10. Diberikan garis | : (x X) +a(x+y)=>5dangarisg: (5y — 3x) -3a(x +y) = 12.
Tentukan nilai a agar:,
il ‘C\{'\
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Projek \

Cari masalah dalam kehidupan sehari (minimal dua masalah nyata) yang
menerapkan hubungan dua garis yang saling sejajar dan dua garis yang
berpotongan secara tegak. Deskripsikan kebermaknaan garis tersebut
dalam kehidupan sehari-hari.

Susunlah hasil temuanmu dalam bentuk laporan hasil kinerja suatu proyek.
Kamu diberikan waktu satu minggu untuk menuntaskannya secara baik
dan teliti. . b

AN y
A

P

Y PenuTuP )
alt sif %

Beberapa hal penting yang perlu diran ku
lurus adalah sebagai berikut.

Ssamaan garis

1. Persamaan linear, biasanya dinyatakan d by c, dengan a, b, ¢
merupakan bilangan riil. Model m |ka an sehari-hari, khususnya
dalam masalah ekonomi serk& jadl yang terkait persamaan garis
lurus.

2. Konsep dan sifat-sifat persamaan garu@ dasari oleh konsep persamaan linear
dua variabel. Setiap ax + by, emiliki kemiringan atau disebut gradien
yang dinotasikal @ anm, kec\&l-garls vertikal. Gradien tersebut sama dengan
nilai tangen sudut yang dib ‘garis terhadap sumbu x positif.

3. Garisl:ax+by=c dik@ sejajar dengan garis g : px + qy =t jika dan hanya
jika kedua garis ti nah berpotongan atau memiliki gradien yang sama.
Dikatakan saling K lurus jika dan hanya jika kedua garis berpotongan dan

bahasan an garis singgung pada lingkarang dan persamaan singgung pada
kurva. Untuk penerapan persamaan garis lurus lebih banyak digunakan pada kajian
persamaan garis singgung lingkaran dan persamaan garis singgung kurva. Sifat-sifat
garis lurus akan dibahas secara mendalam dan dimanfaatkan dalam penyelesaian
masalah matematika dan masalah otentik.

hasil kali gra ya sama dengan -1.
Pengt;:}s&s tentang persamaan garis lurus sangat penting bermanfaat untuk
S
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Bab

BARISAN DAN
DERET TAK HINGGA O

*

*
A. KOMPETENSI DASAR DAN PENGALAMNI BEI{J@

Kompetensi Dasar Pengalaman Belajar

Melalui pe aran materi barisan dan deret
. aritmetika geometri atau barisan lainnya,

siswe
o

Memiliki motivasi internal, kemamp
bekerjasama, konsisten, sikap disi
rasa percaya diri dan sikap toleransi
perbedaan strategi berfikir dalam m

menerapkan strategi menyelesai
2. Mendeskripsikan konsep barij deret
tak hingga sebagai fungs';d% erah as dengan pola interaksi sosial kultur.
himpunan bilangan asli ®° Berpikir tingkat tinggi (berpikir kritis, kreatif)
a

3. Menerapkan konsep b an dan deret t dalam menyelidiki dan mengaplikasikan
hingga dalam penyelesaianmasalah sederhana. konsep dan pola barisan dan deret tak hingga

. dalam memecahkan masalah otentik

ukan konsep dan pola barisan dan
et melalui pemecahan masalah otentik.
rkolaborasi memecahkan masalah aktual

laj
n
ah.

* Pola Bilangan

* Beda

* Rasio

Barisan Tak Hingga

» Barisan Konstan, Naik,
dan Turun

* Deret Tak Hingga

» Jumlah suku tak hingga

?
stilah Penting




- PETA KONSEP

Materi
Prasyarat

Fungsi <

Y

Barisan Bilangan ‘\6

\ 4

Masalah Otentik

onstan

Suku awal [ 6

Beda

Naik

Suku ke-n
1‘ E ; A
<*

Jumlah
Suku Ke-n
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MATERI PEMBELAJARAN

1. Menemukan Konsep Barisan dan Deret Tak Hingga.

Amati dan kritisi masalah nyata kehidupan yang dapat dipecahkan secara arif dan
kreatif melalui proses matematisasi. Dalam proses pembelajaran barisan dan deret
tak hingga berbagai konsep dan aturan matematika terkait barisan akan ditemukan
melalui pemecahan masalah, melihat pola susunan bilangan, menemukan berbagai
strategi sebagai alternatif pemecahan masalah.

Dalam mempelajari materi pada bab ini, ingat kembali barisan dan deret aritmatika
(geometri) yang sudah kamu pelajari di kelas X. Kita akan mempelajari a*lrapa
kasus dan contoh yang berkaitan dengan barisan dan deret tak hin ga da bab
ini. Barisan suatu obyek membicarakan masalah urutannya denga h tertentu.
Aturan yang dimaksud adalah pola barisan. Kita erlukan pe%atan terhadap

suatu barisan untuk menemukan pola. Selanjut matl m ikut
[l vosoian s 1 . \0,
*
Dua potong kawat besi dis n pad \uah dinding rumah tempat
bunga menjalar. Di antar kawa t potongan—potongan kawat
E,E, E,E, E,E, dan seé a sepe lihat pada gambar berikut.
C

—
>
X

0(0,0) B Q D

Gambar-5.2. Posisi Kawat Tersandar di Dinding Rumah
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Kemiringan posisi kawat sebelah kiri adalah r dengan 0 <r <1, r € R dan
kemiringan kawat sebelah kanan adalah 1. Jarak kedua kawat di tanah adalah 1 meter
dan jarak BE, = QE, adalah r meter.

a. Tentukan panjang potongan kawat E E,, E,E,, E.E, dan seterusnya dalam r.
b. Temukan susunan bilangan dalam r yang menyatakan jarak dari titik A ke titik B,

jarak titik B ke Q dan seterusnya sampai ke titik D!

c. Tentukan fungsi yang menyatakan susunan bilangan dalam r!

d. Tentukan jarak titik dari A ke D!

Alternatif Penyelesaian E
Mari kita gambarkan posisi kawat besi dalam sumbu koordinat. '\

—D
»

X

A 1m 4@
0(0,0)

cg Q D
Gamb si Kawat Tersandar di Dinding Rumah

Karena ruas gar awat sebelah kiri) memiliki gradien r dengan 0 <r <1 dan
ruas garis BC ebelah kanan) memiliki gradien 1, maka kedua ruas garis
bertemu pada satur titik, yaitu titik C.

Misalkan titik E, pada ruas garis AC. Karena ruas garis AC bergradien r dan panjang
AB adalah 1 maka panjang BE, adalah r. Titik E, berada pada ruas garis BC, karena
gradien BC adalah 1, maka panjang E,E, adalah r dan panjang E.E, = BQ=r.

Koordinat titik @ian B(1,0) adalah dua titik yang berada pada sumbu x.
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* Karena gradien garis AC adalah r dan panjang E,E, = r, maka panjang E,E, = r2.
* Karena gradien garis BC adalah 1, maka panjang E,E, = r* dan QR = r?,
Dengan cara yang sama, diperoleh panjang E_E, = r® dan jika kita tambahkan

potongan kawat di antara garis AC dan BC di atas E5E6 menuju titik C, maka diperoleh
panjang potongan kawat berikutnya r3, r*, r°, .... Mengapa?
E.E

12’34'56’

b. Susunan bilangan dalam r yang menyatakan jarak titik A ke titik B, titik B ke Q, titik

a. Panjang E.E dan seterusnya dalam r adalah r, r2r3, r4, r5, .

Q ke R dan seterusnya sampai ke titik D, yaitu: 1, r, r> r®, ..., dengan 0 <& < 1.
c. Fungsi yang menyatakan susunan bilangan pada bagian (b) adalah @ n-1
neN.

O °
d. Panjang AD adalah hasil penjumlahan 1, r, r?, (\ Q
. O
AD=1+r+r2+r’+r+ .. z -l @an0<r®

Perhatikan Gambar-5.2 di ata men aturan dalam trigoniometri,
diperoleh jarak BD=CD =r + r2

Misalkans=1+r + r2 +
Karena panjang ruag +r*+...=s-1,makaCDh=s-1

Berd a;an di atas panjang AD = s =1i , dengan 0 < r < 1. Panjang

segmen garis AD ini dapat diartikan jumlah takhingga suku-suku barisan 1, r, r2, r3,
rre, ...
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Siti menggunting kertas menjadi dua bagian yang sama besar. Potongan
kertas berikutnya digunting lagi menjadi dua bagian yang sama besar, seperti
gambar berikut.

——| Potongan pertama

—»| Potongan kedua '\b

—— Potongan ketiga

Alternatif Penyelesaian

Siti menggunting kerta’ t mem@ bagian yang sama besar
\\°
2 potong kertas

Dua potong d| atas, digunting menjadi dua bagian yang sama besar untuk
setiap potonQ@e as sehingga diperoleh potongan kertas berikut.

Kelas XI SMA/MA/SMK/MAK Semester 1
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2 potong kertas
Misalnya n menyatakan guntingan ke-n
Untuk n =1, diperoleh banyak potongan kertas adalah 2
Untuk n = 2, diperoleh banyak potongan kertas adalah 4
Untuk n = 3, diperoleh banyak potongan kertas adalah 8
Untuk n = 4, diperoleh banyak potongan kertas adalah 16

Jika guntingan kertas dilanjutkan maka akan di
yang menyatakan banyak potongan kertas, yaitu;
tersebut membentuk sebuah barisan tak hing
dinyatakan dengan sebuah fungsi u(n) = 2"

annll
nne

4 potong

ke rtas

\6

an bilangan

roleh suatt%
nan bilangan

-suku barisan dapat

gkapilah tabel berikut
16, 32, ....

untuk melihat jumlah parsial dari susm@langag i

Tabel 5.2: Juml ial suku- s%ﬁ nu(n)=2"
Deret Jumla\ S —suku Jumlah Potongan Kertas
¢ \
S, u ) 2
s, &v u, + 6
S, 4’u
S, + u,+u,
\\‘G
s, u\\x +U U, ..+ U
1+u2+u3+u4 U
sOY
g

Amati data pada tabel yang kamu temukan. Dapatkah kamu menentukan suku
dengan n = 20? Berapa jumlah 2, 4, 8, 16, 32, ...., jikan—>o ?
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Sebuah bola jatuh dari ketinggian 9 meter ke lantai yang disajikan pada
gambar berikut

: QO
0§
.
S A O
Gambar-5.3: Pantulan B?b\

L 4
Bola memantul kembali secara terus :ﬁ, S setinggi ari ketinggian
sebelumnya.
a. Tentukanlah susunan bilangan y ggian pantulan bola

tersebut!
b. Tentukan panjang lintasan aImg\ hmemantul ke lantai!

Alternatif Penyelesalan

a. Ditemukan susuna’ n dari antulan bola. )
Dari masalah diketahui bahwa g'glan pantulan bola adalah 3 dari ketinggian
pantulan sebelumnya. @emlklan ketinggian yang dicapai bola untuk tiap-
tiap pantulan ditentuki\s gai berikut.
*

Ketinggian bol I=9m

X% 2
Pantulan p 3 x9=6

2

Pantulan kedua =Zx¢=4
3

2 8
Pantulan ketiga =—x4=—
3 3

dan seterusnya ...
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Tabel 5.1 Tinggi Pantulan Bola

Pantulan ke 1 2 3 4
Tinggi pantulan (m) 6 4 8/3 16/9
Suku ke ... u, u, u, u,

* Coba kamu teruskan mengisi tabel pada pantulan berikutnya
* Apakah mungkin terjadi ketinggian pantulan bola sama dengan nol?

Pantulan bola diperlihatkan seperti gambar di bawah ini 6
*
tinggi \

é Cermati gambar di s r@g?
. N 653 saat

Y,
Q
O)

u lantai
.
&5.4: Posisi Pantulan Bola

Berdasarkan per\] dan gambar di atas diperoleh susunan bilangan

menyatakan keti Qau antulan bola, yaitu: 6, 4, g E 32

xQ 9 18
S

A 4

9m » 6m » 4m 8 —»
2 2 2 3
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Rasio, dinotasikan r merupakan nilai perbandingan dua suku berdekatan.

Nilai r dinyatakan: p=te i M
w U, U U,
U1=9. 2=6 e u=a
3
u2=u1.%=6. 22y —> u,=u.r=ar
3 3
28 : b
u3:u2.g =4, — =— — u,=u.r=arr=ar §
RN . O
_.2_8 2_16 _ %\ 3 q
u=u.=2=—-.-=— —> u-=u =ar 60
3 3 3 9
2 _16 2 _
u=u,.=-=—. =
'3 9 3
Susunan bilangan 6, 4, dapat dinyatakan dalam

27 243
sebuah fungsi u(n) = Q’&;an
as

Susunan bilangan di at at die r an sebagai barisan tak hingga.

a » ar N —| ar"! —
Xr Xr xr

b. Ditentukan ggm intasan yang dilalui bola untuk 10 kali pantulan.
Misalkan p tasan bola sampai pantulan ke-10 adalah S.

Un

s =2(uy +u, Fuy +uy .y
= S=2(u1+u2+u3+u4+...+u10)—u1

& s=125),
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Tabel 5.2: Jumlah Parsial Lintasan Bola

Jumlah o
Deret suku-suku Nilai
s, u, 6
12 5 9-4
SZ U1+ U2 6+?:6(§):6(—3 )
12
s, u, +u, + U, 6+— 3

12 24 48 }6
s, u +tu,+u +u, 6+3+ 7 (—) )
pi % >

U g‘
s u +u,+u,+u,+ P )
n

U n 31

Berdasarkan tabel di atas deret an ter@\adalah sebuah barisan jumlah,

515SysS3500es S, ... YAILU 6(3%5 6( ( )y ey 6( 3“2 )
@ 310 _210
Jadi, panjang Ilntas sampal Mdan ke-10 adalah s=2s, atau s = 6( )

Perhatikan kembali susunan %@&n yang diperoleh dari Masalah-5.1, Masalah 5.2,
dan Masalah-5.3, yaitu:

o Lnrard o ,\\ng dinyatakan dalam fungsi u(n) = r* dengan n € N

e 2,481 @yang dinyatakan dalam fungsi u(n) = 2"* dengan n € N.
* 6,4 & 2 ﬁ g yang dinyatakan dalam fungsi u(n) = Q(E)n
39 27 81 243 3
dengan n e N.

Berdasarkan beberapa model barisan bilangan di atas, dapat dipastikan bahwa
barisan adalah sebuah fungsi dengan domainnya himpunan bilangan asli (N) dan
rangenya adalah suatu himpunan (R)) bagian dari S, ditulisf: N — S, R c S.
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Barisan tak hingga objek di himpunan S adalah suatu fungsi u dengan daerah asal
(domain) himpunan bilangan asli dan daerah hasilnya (range) suatu himpunan
R, < S. Ditulis (un),ngN.

Misalkan (u,) sebuah barisan tak hingga bilangan real dan s, = u, + u, + U+ "5+

u, adalah jumlah parsial suku-suku barisan tak berhingga. <
» Deret tak hingga adalah barisan jumlah parsial n suku barisan ta a.
Ditulis (s,), n € Natau s, s,,S,, ..., S, ...

*
. Jl_JmIah deret tak hingga adalah jumlah suku-sul@u’isan ?‘% Ditulis
D, =u +uy @'

n=l1

Perhatikan barisan angka berikut:
1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,1,2, Q,\s, 4, 4,@ 2,2,3,3,3,4,4,4,4, ..
Amatilah barisan angka tefS\ rlebih @ I Tentukanlah angka pada urutan ke

44 % 531
@ =

Pertama, kita perlihatka .@. setiap angka pada barisan, pada grafik berikut:

Alternatif Penyelesaian

S .

......... i
3 I S A

2 el

1]

ﬂizszsé'esjo... > n

Gambar-5.5: Barisan Sebagai Fungsi
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Jika kamu amati dengan teliti, kelompok angka 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4 pada urutan
ke-1 sampai 10 berulang, bukan? Perulangan kelompok angka terjadi pada setiap
kelipatan 10 angka pertama. Jadi, angka pada urutan ke-1 sama dengan angka pada
urutan ke-11, urutan ke-21, urutan ke-31 dan seterusnya.

Kedua, angka pada urutan ke- 4*x 5%adalah angka pada urutan 256 x 125 = 32.000
atau 32000 = 3200 x 10 sehingga perulangan kelompok angka tersebut mengalami
perulangan sebanyak 3200 kali. Dengan demikian, angka pada urutan ke-32000
adalah angka pada urutan ke-10 yaitu 4.

@ )|Contoh[5:2 6

Sebuah susunan angka dituliskan sebagai berikut:

246810121416182022242628303234363840... den an memand tlap angka
adalah suku barisan bilangan sehingga suku ke- suku ke- , Suku ke-12
= 6 dan seterusnya. Dapatkah kamu temukan a ang me ku ke-1457?

Alternatif Penyelesaian
Mari kita amati kembali barls &!mandang setiap angka adalah
suku-suku barisan, maka susuna n men
2 2

2 4 6 8 1 )

R I i } Lol
U Uy U3 g Us U \ Yo {’gol ”12 “13 u14 u15 ”16 u17 Yg - Y013
u, menyatakan suku pada isal dengann=1,2, 3,4, ..

Kita akan menentukan ang
pada bilangan satuan, pul

Langkah 1. Mencar&
6,8

suku ke-1457, dengan menghitung banyak suku
an ratusan sebagai berikut:

suku pada barisan bilangan satuan (2 sampai 8): 2, 4,

suku pada barisan bilangan satuan adalah 1 x 4 = 4 suku.

Langkah@mcari banyak suku pada barisan bilangan puluhan (10 sampai 98)
10, 12, 14, 16, 18 terdapat 2 6 5 suku = 10 suku

20, 22, 24, 26, 28 terdapat 2 6 5 suku = 10 suku

90, 92, 94, 96, 98 terdapat 2 6 5 suku = 10 suku

Banyak suku pada barisan bilangan puluhan adalah 9 x 10 = 90 suku. Jadi,
banyak suku pada barisan 2 sampai 98 adalah 4 + 90 = 94 suku.
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Langkah 3. Menentukan banyak suku pada barisan bilangan ratusan (100 sampai
998)
100, 102, 104, 106, 108, ..., 198 terdapat 3 6 50 suku = 150 suku
200, 202, 204, 206, 208, ..., 298 terdapat 3 6 50 suku = 150 suku
300, 302, 304, 306, 308, ..., 398 terdapat 3 6 50 suku = 150 suku

900, 902, 904, 906, 908, ..., 998 terdapat 3 8 50 suku = 150 suku
Banyak suku untuk barisan bilangan ratusan dari mulai 100 sampai 998 adalah
9 x 150 = 1350 suku

Jadi terdapat sebanyak 4 + 90 + 1350 = 1444 suku pada barisan biIangan?xd i
dengan 998 sehingga suku ke-1444 adalah 8. Suku berikutnya (suku ke-1 7)‘ alah
barisan bilangan dengan bilangan ribuan sebagai berikut.

9 9 8 1 0 0 0 1

0 0 \\1 Q4 1
d N I N N N d d N N @ N b‘ N o
Yiaa2 Y1443 Yiaaa UYiaas Y446 Y447 Y144 Y1449 Yias0 @ 452 u1450 Yigass Yiase  Y1as7
Bilangan pada suku ke-1457 adala@ ) Ql

Jika (u) adalah suatu bgris Q)metri n suku pertama adalah u, = a
dan rasio = r dengan r, & r| <®Jmlah tak hingga suku-suku barisan
tersebut adalah s = ~

1-r @

\
Bukti: Q
Misalkan un = ar ™! denxxl <r<lneN

Ingat kembali dere@m ri yang telah kamu pelajari sebelumnya, telah diperoleh
bahwa ,é'

+ ... +ar™t Pers-1

5,=a *‘i&
Dengan mengalikan kedua ruas persamaan 1 dengan r, didapatkan Persamaan 2
berikut.

rs,=ar+ar’+ar*+ ... +ar" Pers-2

Sekarang, dari selisin persamaan 1) dengan 2), diperoleh
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s,—rs"=(a+ar+ar’+ .. +ar"-1)—(ar+ar’+ar’+ .. +ar")
s,(L-r=a-ar

a—ar"
S, =
1-r
Rumus jumlah n suku pertama deret geometri adalah
1_ n
L= all=r ),dengan | <1.
—-r
Kita ingin menentukan jumlah tak berhingga suku-suku barisan geometri, ini, yaitu,
Sn bilan — .
Karena re R dan -1 <r <1 dan n — oo, maka
r" a
lims = limM‘ lim ( 5 Mengaao
now T pow 1—r noo = 1—p 1 I" —
s =Y ar't= 1L (terbukti) 6@‘
n=1 -

» Coba pikirkan bagalmanajumlah%uku \Qometrl jikareR, r>1
danr<-1.
Bagaimana jika r = 1 atau Qoba &Q@h barisannya.

—\e

Jumlah suatu deret tr| tak hl&dalah 5+ 5+/5 dan rasionya adalah \/_
Tentukan suku pertama deret e@ufI

Alternatif Penyele éﬁ

Karenar = {' ,‘'maka jumlah tak hingga suku barisan

adalah \ﬁmgga 5+545=
1

1——J_

© a=(5+55)1-y5)
< a=5.5 +5.5-5

< a=4
Dengan demikian suku pertama barisan tersebut adalah a = 445
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@ |Contoh[54]
,4816 2

Diberikan barisan bilangan 2, = = ~~

oy e dengann e N
3’97277 "3

« Tentukan suku ke-9!
» Tentukan jumlah tak hingga barisan tersebut!

Alternatif Penyelesaian

Diketahui 2,£,§,£, " 2" ,... dengann e N . b
3927 3™ \

)= > neN . QO
n 3n—1 . \ Q
Suku ke-9 adalah u, = 2 _ﬁ & .
gzr K
2

Beratiu=a=2danr= _<1 Ql

Jumlah tak hingga suku-suku ba &3‘0 8 é&é\; ~dengan n e N adalah

B 0 2n B 0 2 n=l,
S—Z3n_1—22 3 & < E arenar-_<1)
n=1 n=l1 l_i
3.

3
Jadis=6
2

Jumlah deret geo ingga adalah 6, sedangkan jumlah suku-suku genap

adalah 2. Tentuka %pertama deret itu!

Diketahui jumlah deret geometri tak hingga adalah 6, maka 6 =% dan

1-r
diperoleh nilai a = 6(1 - r).

Deret geometri tak hingga suku-suku genap adalah ar + ar® + ar® + ar’ + ..., maka

n+2
U, ar 2

rasionya adalah = =r
u

n

o
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Karena |r| <latau-1<r<1, maka|r2|<1 atau -1 < r2 < 1 dan jumlah tak hingga

suku-suku genapnya adalah

2= ar

o Sar=2(1-r)
—-r

&6(L-nNr=2(1-r?

S6(L-nNr=21-nN@+r) . b
N\

< 6r=2(1+r) O .
¥ QWO
<Sr=— .
| SR
l disubtitusikan ke persamaan a\@\r r). Seh @diperoleh a = 3. Jadi suku
2
pertama deret geometri tak hinggé ut ada@-
T

2. Barisan Konstan, Nallgq uru
Amatilah suku suku beb risan

a u = vne@ku sukubq&eanmi dapatditulis,l l l l , l :
2 2 2 2 2

=

1 l
2 2

b. u=-1,vVvneN Q\ ku barisan ini dapat ditulis, -1, -1, -1, -1, -1, -1, .

C. u = vneN.dX ntuk suatu k e R. Suku-suku barisan ini dapatdltulls k K,
k, Kk,

Berdasarkan@u-suku setiap barisan yang diberikan di atas, dapat dikatakan
bahwa st@ an pada poin (a), (b), dan (c), nilainya tetap atau sama untuk setiap
suku sampais n — oo . Jika suatu barisan dengan suku-sukunya sama atau tetap untuk
setiap n, n — oo, barisan itu disebut barisan konstan.
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Misalkan (u ) sebuah barisan tak hingga bilangan real.
Barisan (u,) dikatakan barisan konstan jika dan hanya jika suku
sebelumnya selalu sama dengan suku berikutnya.

Ditulis (u,) adalah barisan konstan <>u =u_, Vne N.

Amatilah suku-suku dari beberapa barisan berikut
a. u =r_, VneN dengan 0 <r < 1. Suku-suku barisan ini dapat ditulis, I@
b. u , Vn e N . Suku-suku barisan ini dapat d|tu||s,l l l l O N

c. u, —( )", Vn e N . Suku-suku barisan ini @a&ulls il

8 167
Berdasarkan data suku-suku setiap baris dlbe@ tas, dapat dikatakan
bahwa nilai suku barisan pada pom a, b, c ema urutan sukunya makin
kecil suku barisannya sampai n — suat n memiliki suku-sukunya
makin kecil untuk suku sampa arlsa i ebut barisan turun.

Definisi 5.4
Misalkan (u)sebua tak hingga.bilangan real.

Barisan (u,) dlkatakan barisa run jlka dan hanya jika suku
berikutnya kurang dari suku

Ditulis (u ) disebut bakéﬁ n<<u VnelN.

n+1'

Amatilah suku-sugﬁ\berapa barisan berikut.

a u = (3)n& uku-suku barisan ini dapat ditulis, 3, 9, 27, 81, ...

b. u = i ne N Suku-suku barisan ini dapatdituhs,l l l l

n+1 2 374’57
C. u =n+l, Vne N  suku-suku barisan ini dapat ditulis, 2, 3, 4,5, 6, 7,8, ...
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Berdasarkan data suku-suku setiap barisan yang diberikan di atas, dapat dikatakan
bahwa nilai suku barisan pada poin a, b, dan ¢, semakin besar urutan sukunya makin
besar nilai suku barisannya sampai " — _ Jika suatu barisan memiliki nilai suku-
sukunya makin besar untuk suku sampai N — % barisan itu disebut barisan naik.

Misalkan (u ) sebuah barisan tak hingga bilangan real.
Barisan (u ) dikatakan barisan naik jika dan hanya jika suku berikutnya

n+1’

lebih dari suku sebelumnya 6
*
Ditulis (u,) adalah barisan konstan <>u =u ., Vne N. \

sebut barisan

<
Perhatikan beberapa barisan berikut Q?
Bar

a. Barisan: 1,1, 1,1, 1, ... dengan u_ =1,
konstan dengan nllalnya tldak lebih darlé
(-1

b. Barisan-1,1,-1,1,-1,1,-1, ..., dengan )», N|Ia| mutlak suku-
suku barisan tersebut tidak Ieblh atu)
1 1 1 1 1 y S .
c. Barisan: 1 - =,—,— — - 6 . Barisan ini disebut barisan
n
turun dan suku sukunyat akilebih dari u).

d. Barisan: -1 —— il l,,_,dengan u = (_1)” 1 ;
68 n
Vne N
Nilai mutlak suku- suku bari Qm tidak lebih dari 1 (satu) sampai n menuju tak
hingga. Barisan pada ( (d) merupakan barisan yang terbatas.

Definisi 5.6
ebl

Barisa ikata

Misalkan (u ?1 barisan tak hingga bilangan real.

an barisan terbatas jika dan hanya ada bilangan real M > 0
yang membawabhi selur uh nilai mutlak suku barisan tersebut.

Ditulis (u,) dikatakan barisan terbatas <> (3M < R) M >0 sehingga u, = |u, |"

, Vne N.
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Barisan pada a sampai d merupakan barisan yang terbatas.
Berdasarkan Definisi 5.6 di atas dapat diturunkan beberapa sifat berikut

Jika (u,) adalah suatu barisan geometri dengan suku pertama adalah u, = a, a # 0
dan rasio = rdengan r € R dan r < —1 atau maka barisan tersebut tidak terbatas.

@[Contohl5'6) : \6

Diberikan barisan u_ = 2", n e N. Selidiki apakah barisan tersebut terbat

*
Alternatif Penyelesaian \\ .
Suku-suku barisan u_ = (n), n € N adalah 2, 4,@&2, 64, 6, ... Amatilah
suku-suku barisan tersebut! Semakin besar ur su tersebut, semakin
*

besar sukunya dan naik menuju tak hingo R l
n+l

Rasio barisan adalah r = 2221 = 2‘@ b\

un

Barisan u_ = (2"), n € N, ada arisan batas sebab berapapun kita pilih
M e R, M > 0, maka a aris g lebih dari M. Dengan demikian ada
n e N, sehingga u, > gapa? %

@[Conton57; G)@

Diberikan barisan u_ :’\n e N . Bentuklah beberapa barisan tak hingga yang
baru dari suku-suku barisan tersebut dan tentukan rumus fungsi dari barisan yang
telah dibentuk.

Alternatif Pe:xelesaian

Suku-suku barisanu_=(-1)",n € N adalah-1,1,-1,1,-1,-1, 1, ...

Kita dapat membentuk barisan tak hingga dari suku-suku barisan tersebut, dengan
cara mengambil suku-suku ganjil dan suku-suku genap untuk membentuk dua
kelompok barisan yang baru, yaitu:
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a. Barisan-1, -1, -1, -1, -1, -1, ... dengan rumus fungsinya u(n) =-1, ¥V n € N.

b. Barisan1,1,1,1,1,1,1,1, ... dengan rumus fungsinya u(n) =1,¥ n € N.

Kedua barisan yang baru dibentuk adalah barisan konstan, sebab sukunya sama
untuk setiap n e N. Selanjutnya kedua barisan tersebut adalah barisan terbatas, sebab
ada bilangan real M = 2 yang membawahi semua nilai suku-suku barisan tersebut
atau|—1” <2,Vne N. Apakah nilai M = 1 membawahi semua nilai suku barisan
u = (-1)" n e N? Dapatkah kamu membentuk barisan yang lain dari suku-suku
barisan u = (-1)", n € N selain dari barisan bagian (a) dan (b)? Buatla r%nal 3
(tiga) barlsan tak hingga yang baru dari suku-suku barisan pada Co d| atas
dan tentukan rumus fungsi barisan tersebut.

Uji Kompetensi 5.1

1. Dari setiap barisan berikut, t@mlm ﬁN -25 dan suku ke-23
a u = + n e N.

N ;+ Q§N \l.g
n n+2 @
*é“%ﬂ

o
I

o
<
Il
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c.107, 2°, 25°, 1,

geee

D | —

LI
2 9 3 b 4 9
n!
du,=—,neN
n 2n
3. Tunjukkanlah bahwa barisan di bawah ini adalah barisan naik atau turun atau
konstan.

a. u, =[1],neN
n

b.u,=(1)",neN '\6
C.u,=2",neN . O‘
NS

d. u, =(n+2) ,neN

n+l .

4. Tiga bilangan membentuk barisan aritmati&uku t itambah 2, maka
terbentuk barisan geometri dengan rasi, (r) = 2. suku-suku barisan
tersebut! % .

5. Tiga bilangan membentuk baris etri tiga bilangan itu 292 dan
hasil kali bilangan itu 32.768. an bari metri tersebut!

6. Pola PQQRRRSSSSPQQ SSSSP SSSS... berulang sampai tak
hingga. Huruf apakah nempat n2%34?

7. Diketahui barisan @bentuk (hLemua bilangan ganjil 13 5 7 9111315
1719212325272931333 Angka berapakah yang terletak pada bilangan
ke 2015 ? (suku ke-12 adal a 1 dan bilangan ke-15 adalah angka 9)

8. Tentukan jumlah set@@ erikut!

= (1Y .

gt Q

n=1 \x
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8. Tentukanlah jumlah semua bilangan asli di antara 1 sampai 200 yang habis dibagi
5!

10. Sebuah bola tenis dijatuhkan ke lantai dari ketinggian 1 meter. Setiap kali setelah
bola itu memantul, ia mencapai ketingggian

2 dari tinggi sebelum pemantulan. Tentukan panjang lintasan bola!
3

11. Beni berhasil lulus ujian saringan masuk PT (Perguruan Tinggi). Sebagai
mahasiswa, mulai bulan 1 Agustus 2013, ia menerima uang Saku sebesar
Rp15.000.000,00 untuk satu triwulan. Uang saku ini diberikan setiap permulaan
triwulan. Untuk setiap triwulan berikutnya uang saku yang diterimany, ikkan
sebesar Rp2.500.000,00. Berapa besar uang saku yang akan diterima Beni pada

*
awal tahun 2018?

12. Banyaknya penduduk kota Medan pada tah 12, seban juta orang.
Setiap 15 tahun penduduk kota Medan be men ali lipat dari
jumlah semula. Berapakah banyaknya p kota pada tahun 1945?

13. Seutas tali dibagi menjadi 5 bag panj mbentuk suatu barisan
geometri. Jika tali yang paling pe alah, n tali yang paling panjang

81 cm, maka panjang tali se ah

14. Sebuah bola pimpong dij ian 25 m dan memantul kembali
dengan ketinggian 415 ya. Pemantulan ini berlangsung terus
menerus hingga b \ i.Ju @ uruh lintasan bola adalah....

15. Jumlah semua s@ret geomﬁﬂmk hingga adalah 2, sedangkan jumlah suku-
suku yang bernomor ganijil @uﬁli suku pertama) dan genap adalah 1. Tentukan
deret tersebut!

16. Pertumbuhan p biasanya dinyatakan dalam persen. Misalnya,
pertumbuhan peu&s adalah 1,5% per tahun artinya jumlah penduduk bertambah
sebesar 1,5% dari jumlah penduduk tahun sebelumnya. Pertambahan penduduk

menjadi etiap 30 tahun. Jumlah penduduk desa pada awalnya 100 orang,
bera ah penduduknya setelah 100 tahun apabila pertumbuhannya 2%?

17. Jumlah deret geometri tak hingga adalah 7 + 74J7 dan rasionya adalahiﬁ :
Tentukan suku pertama deret tersebut! 49

18. Jumlah suku-suku ganjil dari suatu deret tak hingga adalah 18. Jumlah tak hingga
suku-suku deret tersebut 24. Tentukan suku pertama dan rasio deret tersebut!

19. Jumlah deret geometri tak hlngga— p—2 p*+— p3 —... adalah l Tentukan
nilai p! 3
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Projek \

Himpunlah minimal tiga buah masalah penerapan barisan dan deret
tak hingga dalam bidang fisika, teknologi informasi, dan masalah nyata
disekitarmu. Ujilah berbagai konsep dan aturan barisan dan deret tak hingga
di dalam pemecahan masalah tersebut. Buatlah laporan hasil kerjamu dan
sajikan di depan kelas.

Y PenuTUP

Kita telah menemukan konsep barisan dan deret tak hingga dari Xa an
masalah nyata beserta sifat-sifatnya. Beberapa hal penting sebagai si lan dari
hasil pembahasan materi barisan dan deret tak hingg jikan seba rikut :

1. Barisan tak hingga objek di himpunan S ada
(domain) himpunan bilangan asli dan dae
R, < S. Ditulis (u ), n € N.

2. Misalkan (u,) sebuah barisan tak hin i anganx%g s,=Uu, +u,+ut.. .+
rhingga.

u. adalah jumlah parsial suku- -su n tak
* Deret tak hingga adalah b lah p suku barisan tak hingga.

fungsi gan daerah asal
ilnya (ra suatu himpunan

Ditulis (sn), n € N atau , 3,
e Jumlah deret tak hln@ Jum u-suku barisan tak hingga.
Ditulis Zu = +M3
3. Barisan bilangan dlkatakan nalk jika dan hanya jika u, <u,,,,Vne N .
4. Barisan bilangan d|ka san turun, jika dan hanya jika 4, >u,,,,Vne N
5. Sebuah barisan blla g suku-sukunya naik atau turun tak terbatas, barisan
ini disebut barlsa dl en.
6. Sebuah barlsa jan yang semua sukunya sama disebut barisan konstan.
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Bab

TRIGONOMETRI
©

*

*
A. KOMPETENSI DASAR DAN PENGALAMNI BEI{J@

Menghayati pola hidup disiplin, kritis,
tanggungjawab, konsisten dan jujur s

Kompetensi Dasar Pengalaman Belajar
menerapkannya dalam kehidupan se
2. Mendeskripsikan dan menganalisi

al . e
I
sinus dan kosinus serta menerap lam (o]
menentukan luas daerah segiti Q ngan pola interaksi sosial kultur.
3. Merancang dan mengajuk% lah nya

terkait luas segitiga d pkan atur

lui pemecahan masalah otentik.

an konsep perbandingan trigonome-
laborasi memecahkan masalah aktual

Berpikir tingkat tinggi (berpikir kritis dan kreatif)
dalam menyelidiki dan mengaplikasikan kon-

sinus dan kosinus u lesaikal sep trigonometri dalam memecahkan masalah

otentik
*

» Aturan sinus
e Aturan kosinus
» Luas segitiga

=
=
i=
=
D)
o
| —
=
L
Lo




- PETA KONSEP

Materi

Segitiga
g9 prasyarat

Masalah

Otentik Trigonometri ’\t

Y

Luas daerah
segitiga
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MATERI PEMBELAJARAN

1. Aturan Sinus

Pada pelajaran trigonometri di kelas X, kamu telah belajar konsep trigonometri
untuk segitiga siku-siku. Pada bahasan ini kita akan menemukan rumus-rumus
trigonometri yang berlaku pada sebarang segitiga. Permasalahan pada segitiga
adalah menentukan panjang sisi dan besar sudut segitiga. Jika hanya sebuah panjang
sisi segitiga diketahui, apakah kamu dapat menentukan panjang sisi-sisi yang lain?
Atau kamu dapat menentukan besar sudutnya? Sebaliknya, jika hanya sebuah sudut
segitiga yang diketahui, apakah kamu dapat menentukan besar sudut- @yang
lain dan panjang sisi-sisinya? Pertanyaan selanjutnya adalah apa saja % harus
diketahui agar kamu mampu menyelesaikan masalah segitiga terset@ﬁgar kamu
dapat memahaminya, pelajarilah masalah-masalah perikut.

Masalah-6.1 .

Jalan k dan jalan | berpotongan\g@ta A. tata ruang kota ingin
menghubungkan kota B den a@ (@ embangun jalan m dan
memotong kedua jalan yang seperti ditunjukkan Gambar 6.1 di
bawah. Jika jarak antara lah 5 km, sudut yang dibentuk

jalan m dengan jalan| % 75" da yang dibentuk jalan k dan jalan m
adalah 30°. Tentu N k kotaA'dengan kota B!

el

Jalan k

Gambar 6.1. Jalan k, I, dan m.
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Alternatif Penyelesaian ke-1
(dengan memanfaatkan garis tinggi pada segitiga)

Untuk memudahkah perhitungan, kita bentuk garis tinggi AD, dimana garis AD tegak
lurus dengan garis BC, seperti Gambar 6.2 berikut.

Jalan |

—
Jalan k
Gambar 6.2. Segitiga ngan ga@

Ingat kembali konsep sinus pada se u-sik

Perhatikan AABD! §

Dalam AABD, diperoleh @n B= @ AD = AB.sinB.............. (1)
Dalam AADC, diperoleh bahwa: si 3—atau AD =AC.sinC.............. (2)
Dari persamaan (1) dan ( h bahwa: AB.sinB=AC.sinC......... (©))

Diketahui bahwaéc 0; £ B =300 dan jarak AC = 5.

Dengan mensub EEE@n nilai-nilai ini ke persamaan (3) maka diperoleh

AB. sin C.sinC
AB x sin 3 =5 x sin 75° (gunakan tabel sinus atau kalkulator, sinus 75° = 0, 965)
5%0,965
AB = —F
1
2
=10 x 0,965
=9, 65

Jadi, jarak kota A dengan kota B adalah 9, 65 km.

o
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Perhatikan Gambar 6.3 berikut.

ZR

L 4
4

a QO
Gambar 6.3 Segitiga ABC \

>
Dari Gambar 6.3 di samping, diketahui bahwa A ABC dengan @sisi-sisinya
d

adalah a, b, dan c. Garis AP merupakan garis tin ana an garis CQ
merupakan garis tinggi, dimana CQ 1 AB.

Dari AABP diperoleh, sin B = %A c SI .................. Q)

Dari AACP diperoleh, sin C = INC o 2

Dari Persamaan (1) dan ( oleh

(kalikan kedua ruas’dqa
Q _bsinC
%ﬁsm C  sinBsinC
Maka diperoleh, @ﬁ ................................................. 3)
*

Dari AACTeh, sin A= % atauCQ=bsinA .........oeiinin 4

Dari A diperoleh, sin B =0 atauCQ=asinB .............coeene (5)
a

Dari Persamaan (4) dan (5) diperoleh, b sin A=asin B

(kalikan kedua ruas dengan —————
sin BsinC

bsinA  asinB

sinA4sinB sin Asin B
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a

. b
Maka diperoleh, ——=—
sinB  sinA

Berdasarkan persamaan (3) dan (6), maka diperoleh

a b c

sin A - sin B - sinC
Alternatif Penyelesaian ke-2
Perhatikan kembali Gambar 6.4 berikut.

AABC lancip dan AD dan BE merupakan . b
diameter lingkaran O dengan jari-jari r. \

Panjang garis AB = ¢; AC = b; BC = g; . O
AD = BE = 2r. Q q
*

ZABC=ZADC =4, &b“ 6
ZACB= ZAEB=¢ QQ
dan £ ACD adalah sudut siku-siku = 9@ N l

06 ar 6.4. AABC pada lingkaran O
Dari AACD diperoleh N ®®

o AC b s N
-_— h JJ T N e 1
sin g T se |n nj \ (1)

*

Dari ABAE diperoleh
C . '9
SINO = —— = — SENINGQAZK = 2 ..o 2
BE 2r g\g in6 @)

Dari persamaan (1) \ ersamaan (2) di peroleh b -

) sinfi  sinf
Latihan u
Dengan me n ZBAC = a, buktikanlah bahwa 2r = —— .

sina

Dari uraian di atas, maka disimpulkan aturan sinus pada segitiga seperti berikut.
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Aturan Sinus
Untuk sembarang segitiga ABC, dengan panjang sisi-sisi a, b, c dan £ A,

ZB, £C, berlaku % _ b __c

sin4d sinB sinC

Latihan 6.1.
Untuk segitiga tumpul PQR di samping, buktikanlah bahwa
V4 q

= _r berlaku.
smP sinQ ~ sinR 0\

Q O
SRS
>
Alt tif P |
et e @S N
Sinp:QTX ........... g\l~ ................................................................ (1)
SINR = = s @ ........................................................................ (2)
berdasarkan (1) dan oleh

QX =rsin P dan 3 st
karena QX =
rsinP = sehingga .p (terbukti)

sinR sinP
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Perhatikan segitiga ABC berikut. Panjang AB = 8, BC = 82 , AC = b, sudut BAC
= 45°, sudut ACB = y° dan sudut ABC = x°. Dengan memanfaatkan tabel sinus pada
sudut x° maka tentukan panjang b.

Gambar 6.5 S |t|g

Alternatif Penyelesaian
Dengan menggunakan aturan stQ a dlp
BC _ 4B §J§ @
sin4d siny’ sin4 ’
L322 @
= \/— sin y 6
16= 4§‘\
Q’zlatau ?=30"
> Y

Dengan mengingat konsep sudut pada segitiga yaitu Z/A + /B + ~C = 180° sehingga
45° + 30° + x° = 180° atau x° = 105°. Dengan menggunakan aturan sinus kembali
maka diperoleh:
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AC 4B b 8

sinx’ siny’  sinl05° ~ §in30°
b 8
& — =—
sin105° 1
2

b
==
sin105°

< b= 16sin 105°
Dengan memanfaatkan tabel sinus atau kalkulator maka diperoleh: ‘\6
>

b = 16.sin 105° = 16 x 0,9659 = 15,4548. O

Jadi, panjang sisi AC adalah 15,4548 satuan panjaz\

2. Aturan Cosinus N

Perhatikan Gambar 6.6 di bawah! Pad@aa (i), di ui panjang ketiga
sisinya, sedangkan pada segitiga (ii), diketahui“sebu an dua buah sisi yang
mengapitnya. Bagaimana cara Anda tahulqk!r dut dan sisi lainnya dari

kedua segitiga tersebut? 6 b\
s ®®S
* sd
s
S g

GX\% Segitiga jika diketahui (s, s, s) dan (s, sd, s)

*
Untuk menemuk
berikut. \

Masalah-6.2

ep aturan kosinus dalam segitiga, pelajarilah Masalah 6.2

Dua kapal tanker berangkat dari titik yang sama dengan arah berbeda
sehingga membentuk sudut 60°. Jika kapal pertama bergerak dengan
kecepatan 30 km/jam, dan kapal kedua bergerak dengan kecepatan 25 km/
jam. Tentukanlah jarak kedua kapal setelah berlayar selama 2 jam perjalanan.
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Alternatif Penyelesaian

Untuk memudahkan penyelesaian masalah di atas, kita asumsikan bahwa pergerakan

kapal membentuk segitiga seperti gambar di bawah.
A

a ; ©

Gambar 6.7 Segitiga ABC dengan sudut A = 60°

Dari gambar di atas, dapat kita misalkan beberapa hal S agai berik
- Titik A merupakan titik keberangkatan kedua

ebut
- Besar sudut A merupakan sudut yang dibent an ka a@ng berbeda yaitu
sebesar 60°.

- AB merupakan jarak yang ditempuh k ertama sela @ jam dengan kecepatan
30 km/jam, sehingga AB = 60 km.

- AC merupakan jarak yang ditem Qal ked@&a a 2 jam perjalanan dengan
kecepatan 25 km/jam, sehing

- BC merupakan jarak kedu setela@empuh perjalanan selama 2 jam
karena itu, pertanyaan ‘@rus dija@ alah berapakah BC.

Agar kita dapat menen jarak BC,

0

maka kita perlukan gambar berikut is
CP merupakan garis tinggi segi C,
dimana CP L AB. Misal g AP
adalah x maka panjang (c—x).
Perhatikan AACP! .

Dari AACP ber Qz = AP? + CP? A

atau CP? =

Gambar 6.8 Segitiga ABC dengan garis tinggi CP

Dengan mensubstitusi nilai-nilai yang sudah kita peroleh, maka CP? =b? - x2 ........ Q)
Dari ABPC berlaku: BC? = BP? + CP? atau CP? = BC? - BP2,

o
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Dengan mensubstitusi nilai-nilai yang sudah kita peroleh,

(O e e (R - Ll o oy G OSSP 2
Berdasarkan persamaan (1) dan (2) diperoleh:

b?-x2 =a?-c?+2cx—x?

b? za?-c?+2ex - X2+ X2

b? =a?-c%?+ 2cx

atau

e (L L o SRS TRSRR PR (3)
Berdasarkan AAPC, diperoleh 6

cosA=%,makax=bcosA .......................................................................

dengan mensubstitusi persamaan. (4) ke dalam pe@an (3), m eroleh:
A2=D24+C2-2DCCOS A .o B e Bt Q ..........................
Dengan mensubstitusi nilai-nilai yang telah @tahw ke dalam persamaan (5) maka
diperoleh

a? =b%+c?-2bccos A

= 502 + 60? — (2x50x60xc056‘0 b\
= 2500 + 3600 — (600 )
= 4100 — 300 @

= 3800 0

Maka jarak antara k’\al tank ebut setelah perjalanan selama 2 jam adalah

3800 km.
Berdasarkan Alternatif Pen fan pada Masalah 6.2 di atas, ditemukan aturan
kosinus pada sebarang ebagai berikut.

\

. \\
Aturan Cosinu
Untuk sem Qegitiga ABC, dengan panjang sisi-sisi a, b, c dan £ A, £B,
ZC, berl

a’> =b? +c*- 2bc cos A

b? = a?+ ¢? - 2ac cos B

c?=a?>+ b?-2ab cos C
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Perhatikan gambar berikut. Tentukan panjang sisi-sisi segitiga tersebut.

O

Gambar 6.9 Segitiga PQR dengan sudut P = 60°
*
Alternatif Penyelesaian

. O
Dengan menggunakan aturan cosinus maka diperoleh&\ Q
RQ? = PR? + PQ? - 2.PR.PQ.cos 60° & 6‘
(2 VX+2)2= (x + 1) + (x = 1)2 - 2.(x + 1),(x — B)cos 60° 0

A(x+2) = (x + 1> + (x - 1) = (x + 1).(x

*
AX+8=x2+2x+1+x2 -2x+1- b&
x?—4x-5=0 (ingat konsep per kuad
(x=5)(x+1)=0 . {Q\
Qad

sehingga nilai x yang di dan x = -1. Nilai x yang memenuhi
adalah x = 5 sehingga p g sisi-sisi € itiga tersebut adalah 4, 6 dan 247

3. Luas Segitiga

Masalah-6.3

Sebidang t perbentuk segitiga =
ABC sepe a gambar di samping.
Panjang sisi AB adalah 30 m, panjang 16

sisi BC adalah 16 m dan besar sudut

BAC adalah 300. Jika tanah itu dijual

dengan harga Rp250.000,00 untuk 30° B
setiap meter persegi. Tentukan harga R R

penjualan tanah tersebut. - 30
Gambar 6.10. Segitiga ABC

Semester 1
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Alternatif Penyelesaian

Garis CP merupakan garis tinggi segitiga ABC sehinggaC_Ptegak lurus AB .
1

Luas AABC = AB X CP...oooovoeveeseeeesreeseesesessse e (1)

Dari segitiga ACP diketahui

sin A =j—£ ,5ehingga CP = AC X SiNA.....cccoveiiviieeecee, 2

Dengan mensubstitusikan pers (2) ke pers. (1) diperoleh

Luas AABC =1 x AB x AC x sin A b
2 N\

= 1 % 30 x 16 x sin 30° '\ QO
=120 @% 6*
Maka luas tanah tersebut adalah 120 m2. é 0

Jika harga 1 m? tanah adalah Rp250. 0 aka ar@ tanah tersebut ditentukan
dengan 120 x 250.000 = 30.000. Q
Maka harga jual tanah tersebut a p30. 0@00
Perhatikan Gambar 6. 11 b &
.\\
‘
”\.\' 2 Gambar 6.11 Segitiga ABC

Garis BP merupakan garis tinggi AABC sehingga AC tegak lurus BP . Panjang sisi
AB, AC, dan BC berturut-turut adalah c, b, dan a.

Ingat kembali rumus menentukan luas daerah segitiga.

Luas AABC=% (o = 1)
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Dari segitiga ABP diketahui

sin A :% ,5ehingga BP = AB X SINA.......coooviiiiiiinicne 2

Dengan mensubstitusikan persamaan (2) ke persamaan (1) diperoleh
Luas AABC =% x AC x BP

1

Luas AABC = - AC x AB x sin A a
*
1 N
*

Luas AABC ExbxcxsinA

. O
Perhatikan Gambar 6.12 berikut. &\ e Q

Garis AQ merupakan garis tinggi AABC seh C
tegak lurus A0 . Panjang sisi AB, AC da
*

6 ) b
@ Gambar 6.12 Segitiga ABC
1 \19
Luas AABC= > X BC X AQ/ it et @

Dari segltlga ABQ diketahui @

berturut-turut adalah c, b, dan a.

sin B —— sehlngga sm B o 2
Dengan mensubstltu can pers (2) ke pers. (1) diperoleh

Luas AABC & x AQ
1
Luas AABC :E x BC x AB x sin B

1 .
Luas AABC =5xaxcxsmB
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Latihan 6.2

Dengan menggunakan ABPC pada Gambar 6.11 dan AAQC pada Gambar 6.12,
tentukanlah rumus Luas AABC.
Berdasarkan penyelesaian uraian-uraian di atas, ditemukan rumus luas sebarang
segitiga sebagai berikut.

Definisi 6.1

Untuk sembarang segitiga ABC, dengan panjang sisi-sisi a, b, ¢ dan £ A, £B,
Z C, berlaku Luas AABC =l x ab sin C =l x bc sin A =l x ac sin B.
2 2 2 ‘Q

Latihan 6.3 . N
Dengan menggunakan segitiga ABC tumpul seper'\ mbar 6.13%vah, buktikan
*

bahwa Luas AABC =% X bc sin A. @‘ 0
RN

O

‘\\ Gambar 6.13. Segitiga tumpul ABC
*
Berdasarkan ;’&& 6.13 diperoleh

ABQA siku-siku di Q, sehingga
BQ = c sin A'dan diperoleh jugaBQ =asin C

1 1. .
karena Luas AABC = EXBQXb: EbsmC
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Perhatikan gambar berikut. Titik A, B, C, dan D ada pada lingkaran L dengan panjang
AB=1,BC=2,CD=3dan AD =4.

O

O )
Gambar 6.14 Seglempa BCD pad
Tentukan luas segiempat ABCD deng &t 2,CD=3dan AD =4.

Alternatif Penyelesaiarl
Langkah 1.

Bagi daerah ABCD meua bagla an menarik garis AC atau BD. Misalkan,
kita pilih garis BD sehingga gamb@ehjadl

Gambar 6.15 Daerah segiempat ABCD terbagi atas dua segitiga
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Langkah 2.

Manfaatkan aturan cosinus pada masing-masing daerah.
Perhatikan segitiga BAD

Dengan menggunakan aturan cosinus maka diperoleh:
BD? = AB? + AD? - 2AB.AD.cos A
BD?=12+4%-2.1.4.cos A

BD?=17 - 8.cos A

Perhatikan segitiga BCD
Dengan menggunakan aturan cosinus maka diperoleh: . 6
BD? = BC? + CD? — 2BC.CD.cos C §

BD?=22+32-2.2.3.cos C

. O
BD?=13-12.cos C &\ Q
Berdasarkan konsep sudut pada Iingkara@ ZA é = 180° schingga
~/C =1800 — ZA sehingga diperoleh: 6

17- 8.cosA=13 — 12.cos C \Q \Q

17--8.cosA=13 — 12.cos (18 @ (ing J p trigonometri di kelas X)
17 - 8.cos A=13 + 12.cos
20.cosA=4 0 ®
*
1
cos A= 5 Q\ @
<

Langkah 3.
Berdasarkan konsep t\ ri pada kelas X maka diperoleh segitiga siku-siku

1
dengan cos A = ry P ikan Gambar!

Dengan Phytag

v

@ maka diperoleh panjang sisi di depan sudut A adalah

i = - 1
sinA Gambar 6.16 NilaicosA= —

9]

pada segitiga siku-siku
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Langkah 4.
Jadi, luas AABCD = luas ABAD + luas ABCD

luas AABCD = % AB.AD.sin A +% .CB.CDsinC

luas AABCD :% 1.4sinA +% .2.3.sin (180° - A)

luas AABCD = 2.sin A+ 3.sin A
luas AABCD = 5.sin A
luas AABCD =5 x 2\f \b

0

luas AABCD = 2\/_

Jadi, luas segiempat ABCD pada lingkaran ters@mah 2 @an luas.

@|Contoh[64;

Pada segitiga ABC dengan luas L
AD membagi sudut BAC me
panjang AD.

q Jika D pada BC sehingga

a bag ang sama yaitu x° maka tentukan

Alternatif Penyelesalan ’

Soal ini diserahkan kepada siswa:"Kamu kerjakan soal tersebut dengan petunjuk pada
langkah-langkah beriku

Langkah 1. Gambarkan Segitiga yang dimaksud

Langkah 2. Perhati ahwa segitiga terbagi menjadi dua bagian. Tentukan luas
masi ing bagian. Hasil jumlah kedua bagian segitiga sama dengan

%ﬁ@ itiga ABC.
Langkah 3. Panjang AD telah ditemukan.

o
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Uji Kompetensi 6.1

1. Kapal laut A dan B berlayar dari titik M pada waktu yang bersamaan. Kapal A
berlayar dengan dengan jurusan tiga angka 102° dan B berlayar dengan jurusan
tiga angka 232°. Hitunglah jarak kedua kapal tersebut setelah berlayar selama 3
jam, jika kecepatan kapal A 30 km/jam dan kecepatan kapal B adalah 45 km/jam.

2. Tentukan sisi-sisi segitiga ABC, jika diketahui sebagai berikut.
a) a+b=10, £A=60° dan £B = 45°
b) a-b=6, £A=45% dan £B=30°

3. Duasisi yang berdekatan pada suatu jajargenja adalah 84 cm @ cm. Sudut
apit sisi itu adalah 72°. Hitunglah luas j jajarge terse

4. Diketahui segitiga ABC seperti gambar 6 0
di samping. Buktikanlah bahwa o\ Ql a
atb sinA+sinB \
c sinC Q
A C
N b
5. Hitunglah unsw@\yang be\&etahui berikut ini.

AABC dengan a =24 cm 2.cm, dan £ B =520

AABC dengan b =20 c 8.cm, dan £ B =124°
6. Hitunglah besar su pada segitiga ABC, jika diketahuia=5cm, b =7 cm,

danc=9cm.

2 Q

7. Dike &%ﬁga PQR seperti gambar

di ing. Buktikanlah bahwa r p

P _ s1n(Q +R)

r sinR

P q R
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8. Diketahui  jajargenjang  ABCD
dengan panjang diagonal ¢ dan d
seperti gambar di samping. Dengan
menggunakan aturan kosinus pada
segitiga, buktikanlah bahwa c 2 + d ?
=2(a%+ b?).

9. Diketahui segiempat ABCD seperti
gambar di samping. Jika panjang
diagonal BD = 6 cm, dengan
menggunakan aturan kosinus pada
segitiga tentukanlah panjang diagonal
AC.

10. Dua lingkaran dengan jari-jari 5 ¢
dan 3 cm berpotongan pada dua tit@

Pada salah satu titik potong,
singgung kedua lingkaran me
sudut 60° seperti gambar di ping
Tentukanlah jarak k p @
lingkaran tersebut.

11. Dengan menggunakan atur
a) c’<a’+b?jika
by c?>a’+ b2jikg

C siku-siku.

c) c=ai+b?ji
12. Untuk sebar§ iga ABC, buktikanlah bahwa

cos A N.co cosC  a*+b*+¢?
a b c 2abc

a(b+c-a)+b*(a+c—-b)+c*(a+b—-c)

b) cos4+cosB+cosC =
2abc

il
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Projek .

Lukislah sebuah segitiga sembarang. Dengan menggunakan penggaris
dan busur kemudian ukurlah panjang masing-masing sisi dan sudutnya.
Selanjutnya buktikanlah bahwa aturan sinus dan aturan kosinus berlaku
pada segitiga tersebut (Agar perhitunganmu akurat, gunakan kalkulator
untuk menghitung nilai sinus dan kosinus sudut-sudut segitiga tersebut).

| Buatlah laporan hasilnya dan persentasikan di depan kelas. )

Y PenuTuP \6

AY
Berdasarkan uraian materi pada Bab 6 ini, beberapa kesimpu@y&ng dapat
dinyatakan sebagai pengetahuan awal untuk mendalami dan m n bahasan
berikutnya. Beberapa kesimpulan disajikan seb% erikut. .

1. Untuk sembarang segitigaABC dengan sisi-sishapb, c dan ZA, ZB, £C,

b
sin A sin B
gan

berlaku aturan sinus

2. Untuk sembarang segitiga A

/C, berlaku aturan cosinu
(i) a2=b2+c?-2bc (§
(i) b?=a?+c?-

(iii)c =a2+b? cosC

p@%m -sisi a, b, ¢ dan ZA, ZB,

3. Untuk sembarang segiti %t dengan panjang sisi-sisi a, b, ¢ dan ZA, /B,
ZC, berlaku QQO

Luas AABC = %; —xbcsinA= %x acsin B

Beberapa hal Qlah kita rangkum di atas adalah modal dasar bagi kamu dalam
belajar ma onometri secara lebih mendalam pada jenjang pendidikan yang
lebih tinggis Konsep-konsep dasar di atas harus kamu pahami dengan baik karena
akan membantu dalam pemecahan masalah dalam kehidupan sehari-hari.
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